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Introduction

Données, problématique

L’'association de surveillance de la qualité de I'air Air Breizh mesure la concentration
de polluants comme I'ozone (O3) ainsi que les conditions météorologiques comme la
température, la nébulosité, le vent, etc. Leur objectif est de prévoir la concentration en
ozone pour le lendemain afin d’avertir la population en cas de pic de pollution.

Nous souhaitons analyser ici la relation entre le maximum journalier de la
concentration en ozone (en ug/m3) et les données météorologiques. Nous disposons

de 112 données relevées durant I'été 2001 a Rennes.

maxO3 T9 TI12 T15 Ne9 Nel2 Nel5 Vx9 Vx12 Vx15 maxO3v
2001-06-01 87 156 185 18.4 4 4 8 0.69 -1.71 -0.69 84
2001-06-02 82 17.0 18.4 17.7 -4.33 -4.00 -3.00 87
2001-06-03 92 153 17.6 195 295 1.88 0.52 82
2001-06-04 114 16.2 19.7 225 0.98 035 -0.17 92
2001-06-05 94 17.4 205 20.4 -0.50 -2.95 -4.33 114
2001-06-06 80 17.7 19.8 183 -5.64 -5.00 -6.00 94
2001-06-07 79 16.8 15.6 14.9 -4.33 -1.88 -3.76 80
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Peut-on prévoir le taux d'ozone du lendemain ?
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Introduction

Problématique

Exemples :

e Prévision de I'appréciation d'un produit en fonction de sa
composition

® Optimisation d'une réaction chimique en fonction du temps de
réaction et de la température

[ ]
Objectifs :
e Expliquer une variable quantitative Y en fonction de p
variables quantitatives xi,..., Xp

e Prédire de nouvelles valeurs pour Y
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Analyse exploratoire : outils graphiques
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Modéle

Rappel régression simple

Vi=1,...,n Y=o+ pixi+¢;
Vi=1,.,n ¢ iid. , E(&)=0, V(&) =0
Vi#k cov(ei,ex) =0
g; correspond 3 :
® erreur de mesure
® erreur d'échantillonnage
e facteur mal contrélé

® oubli de facteurs
= Introduction de variables supplémentaires pour réduire cette
variabilité résiduelle
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Rappel régression simple

Régression du maximum d'ozone en fonction du maximu d'ozone

de la veille
o
24 +02 5
+27 439 » +28
g4 +30
428
2 430 summary (1m(max03~max03v, data=ozone))
< P
g S “2;;24 Lo 7 b2 T Coefficients:
5 - 42 o Estimate Std. Err t value Pr(>|t])
2 2
E g | P e oo (Inter) 28.50249 6.57153 4.337 3.21e-05 %xx
E 0
B +§f1+ﬁa+ﬁﬁﬁu +20 max03v  0.68235 0.06920 9.848 < 20-16 *%x
< 122 Lm0
g o 20 ?21&413 s 20423 b 3
® +E<P a+;pﬂ+,g +2613 1 Residual standard error: 20.64 on 110 DF
" ‘5’%@& +2 Multiple R-squared: 0.4686, Adj-R2: 0.4637
15
o | e Fstat: 96.99 on 1 and 110 DF, p-value<2.2e-16
° +1g+ 17“2
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Rappel régression simple
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Modéle

Définition du modele de régression multiple

Sous forme indicée :

Vi=1,...,n Yj= 0o+ fixia+ ..+ Bpxip+¢&i
Vi=1,..,n ¢ iid. , E(g) =0, V(&) =0?
Vi# k cov(giex) =0

Modele traduit 'influence de chaque variable sur Y

® |inéarité du modele : linéarité par rapport aux paramétres
® additivité : les effets des variables s'additionnent

® modeéle polynomial possible : Y; = By + Bixi + Box? + €
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Modéle

Définition du modele de régression multiple

Yi =00+ Bixi1+ ...+ Bjxij+ ...+ Bpxip + €1

Yi=PBo+ bixip + ...+ Bixj + ...+ BpXip +€i

Yn:ﬁ0+ﬁlxn1+~--+5jxnj+---+/8pxnp+5n

Matriciellement :

Y =XB+E
[ Y: ]| (1 X1
Yi | = iX,1
vl L1

avec E(E) =0, V(E)=c?ld

- 60 _
X]._j ... le /81
Xjj Xip ,8 +
} J
an DR an ] /3. L
L Pp |

€1

€j

€n
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Estimation des paramétres

Estimation des paramétres du modéle

Critére des moindres carrés
n

B=argmin}_ (vi = (fo + fuxin +... + Bpxip)” = argmin|| Y — X5
i=1

OA'Z) _ o(Z'A) _ 7)

Dérivée matricielle par rapport a 3 (régles de dérivation : 54 54

oY — XB|* _ a(Y = XB)'(Y — XB)
op op
Y'Y —Y'XB—BX'Y +B'X'XB)
a8 B

—X'Y = X'Y +X'XB+X'XB

= X'XB=X'Y

f=(X'X)'X'Y  si X'X est inversible

Prqpriétés: A ~
E(B) = 8; V(B) = (X'X)"'o%: V(B) = [(X'X) ] ;02
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Estimation des paramétres

Estimation des paramétres du modéle

Prédiction et résidus
Valeurs prédites :

)A/i:BO+,31Xi1+...+Bjxij+--~+,@pxip
Résidus :

e =yi—JYi

Estimateur de la variabilité résiduelle o2 :

6'2 _ Zl(% B \/’)2 — 2:1'512 E(Az
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Estimation des paramétres

Décomposition de la variabilité

=92 =DGi-9? 4> _(vi—9)
i i i
Variabilité totale modéle résiduelle

ddl

Source Somme des | ddl | Carré

Variation carrés Moyen
A Y SCM
Modele Z(y, ¥) =
Residu | > (yi— 97 | | 25K

Total Z(y; —7)?

i
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Estimation des paramétres

Coefficient de détermination

R2 _ SCmodeIe —1_ SCresiduelle
S Ctotal S Ctotal

R? : pourcentage de variabilité de Y expliqué par le modéle

Propriétés :
*0<R2<1
® R? =0 <= SCprodele =0
* R? =1 <= SCrodele = SCrotal

Rq : R* = r(y;, i)
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Inférence

Inférence : test global

Objectifs : Le R? est-il significatif ? Le modéle est-il intéressant ?

Hypothéses :
Ho :"Vj=1,..,p Bj=0"contre H : "3j=1,...,p/ p; #0"

Si Hp est vraie :

p

E <5CM) =E(CMy) = o?

Principe du test : ...
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Inférence

Inférence : test global

o 5Cm/p CMm
tatist de test : F, ;o = =

Statistique de tes obs SCr/(n—p—1) CMg

Loi de la statistique de test : Sous Hy, L(Fops) = ]:rle—p—l

Décision : Fops > F) , (1 —a) = rejet de Hp au seuil a

Densité

P
o~ Frpa

° 5%
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Introduction Modél Estimation des paramétres

Inférence : test d'un coefficient de régression

[,(Bj) =N (BJ"U?S’J-) avec 05 (X’ X)

(ﬂf @) .
78

(ﬁf ﬁf> _.
75

Construction de tests ou d’intervalles de confiance sur les
paramétres

Inférence
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Inférence

Inférence : test d'un coefficient de régression
Hypothéses : Hp:"p; =0" contre Hp:"j3; # 0"

Hp : la variable j n'apporte pas d'information supplémentaire intéressante

sachant que les autres variables sont déja dans le modéle
A

5

N

B
Loi de la statistique de test sous Hy : £(Tops) = To=n—p-1

Décision : | Tops| > th—p—1(1 — a/2) = rejet de Hp au seuil a

Statistique de test : T, =

L] —tap(l—a/2) tn\p_1(1 — @/2)

25% 25%
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Inférence

Exemple sur I'ozone
> summary(Im(max03~ ., data=ozone))

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 12.24442 13.47190 0.909 0.3656
T9 -0.01901 1.12515 -0.017 0.9866
T12 2.22115 1.43294 1.550 0.1243
T15 0.55853 1.14464 0.488 0.6266
Ne9 -2.18909 0.93824 -2.333 0.0216 *
Nel2 -0.42102 1.36766 -0.308 0.7588
Nelb 0.18373 1.00279 0.183 0.8550
Vx9 0.94791 0.91228 1.039 0.3013
Vx12 0.03120 1.05523 0.030 0.9765
Vx15 0.41859 0.91568 0.457 0.6486
max03v 0.35198 0.06289 5.597 1.88e-07 **x

Signif. codes: O ’*%x’ 0.001 ’%x’> 0.01 ’%” 0.05 °.” 0.1 °> * 1
Residual standard error: 14.36 on 101 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7638, Adjusted R-squared: 0.7405
F-statistic: 32.67 on 10 and 101 DF, p-value: < 2.2e-16
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Inférence

Sélection de variables

Comment construire un modéle ne contenant que des variables qui
apportent de I'information ?

Plusieurs stratégies :

® Méthode descendante (backward) : on construit le modéle complet; on
reconstruit un modéle sans la variable explicative la moins intéressante ; on itére
jusqu’a ce que toutes les variables explicatives soient intéressantes

® Méthode ascendante (forward) : on part du modéle avec la variable la plus
intéressante ; on ajoute la variable qui, connaissant les autres variables du
modéle, apporte le plus d'information complémentaire ; on itére jusqu'a ce
qu’aucune variable n'apporte d’information intéressante

® Méthode stepwise : compromis entre les 2 méthodes ci-dessus

® Méthode du R? : on construit tous les sous-modéles possibles et on retient celui
pour lequel la probabilité critique du test du R? est la plus petite (on rejette le
plus fortement I'hypothése : le modéle n'est pas intéressant)
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Exemple sur I'ozone : sélection de variables

> library (FactoMineR)
> RegBest(y=ozone[,1] ,x=ozone[,-1] ,nbest=1)

$al1[[1]1]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -27.4196 9.0335 -3.035 0.003 *x*
Ti2 5.4687 0.4125 13.258 <2e-16 *xx

Signif. codes: 0 2*xx?> 0.001 ’x*’ 0.01 ’%? 0.05 >.” 0.1 * 1

Residual standard error: 17.57 on 110 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6151, Adjusted R-squared: 0.6116
F-statistic: 175.8 on 1 and 110 DF, p-value: < 2.2e-16

$al11[[21]
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) -29.43810 8.00289 -3.678 0.000366 *xx*
T12 4.07197 0.44195 9.214 2.66e-15 xx*x
max03v 0.35425 0.06318 5.607 1.57e-07 *x*x*

Signif. codes: 0 %%’ 0.001 ’%%’ 0.01 ’%’ 0.05 °.? 0.1 > * 1
Residual standard error: 15.55 on 109 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.7012, Adjusted R-squared: 0.6958
F-statistic: 127.9 on 2 and 109 DF, p-value: < 2.2e-16

$a11[[10]] 20/24



Introduction

Exemple sur |'ozone :

> library (FactoMineR)

Estimation des paramétres Inférence

sélection de variables

> RegBest(y=ozone[,1] ,x=ozone[,-1] ,nbest=1)

$summary R2 Pvalue
Model with 1 variable 0.6150674 1.512025e-24
Model with 2 variables 0.7012408 2.541031e-29
Model with 3 variables 0.7519764 1.457692e-32
Model with 4 variables 0.7622198 1.763434e-32
Model with 5 variables 0.7630603 1.449905e-31
Model with 6 variables 0.7635768 1.130263e-30
Model with 7 variables 0.7637610 8.556709e-30
Model with 8 variables 0.7638390 6.076804e-29
Model with 9 variables 0.7638407 4.066941e-28
Model with 10 variables 0.7638413 2.545665e-27
$best

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) 9.76225 11.10038 0.879 0.381
T12 2.85308 0.48052 5.937 3.57e-08
Ne9 -3.02423 0.64342 -4.700 7.71e-06
max03v 0.37571 0.05801 6.477 2.85e-09

Residual standard error: 14.23 on 108 degrees of

Hokok
*
Hokk

*
*

freedom

Multiple R-squared: 0.752, Adjusted R-squared: 0.7451
F-statistic: 109.1 on 3 and 108 DF, p-value: < 2.2e-16

= Le meilleur modéle en prévision contient 3 variables
= Ajouter d’autres variables améliore |'ajustement mais pas la prévision
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Inférence : intervalle de confiance d'un coefficient

BJ B;
/31

BJ B
/31

L ::7;—p—1

—thp-1(1 —/2) < < thp-1(1 — @/2)

Intervalle de confiance :
Bre B~ tapa(l—a/2) x5y 5 B+ tapa(l-a/2) x5

> model = Im(max03~T12+Ne9+max03v,data=ozone)
> confint(model)

2.5 % 97.5 %
(Intercept) -12.2406259 31.7651193
T12 1.9005988 3.8055572
Ne9 -4.2995961 -1.7488656
max03v 0.2607251 0.4907008
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Prévisions

Y = 5’0 + 5’1Xi1 + Bzxm + ...Bpx,-p

> xnew <- matrix(c(19,8,70,23,10,95) ,nrow=2,byrow=TRUE)
> xnew
[,11 [,2]1 [,3]
[1,] 19 8 70
[2,] 23 10 95
> colnames(xnew) <- c("T12","Ne9","max03v")
> xnew <- as.data.frame(xnew)
> xnew
T12 Ne9 max03v
1 19 8 70
2 23 10 95
> predict(model,xnew, interval="pred")
fit lwr upr
1 66.07679 37.52847 94.62512
2 80.83347 51.58514 110.08179
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Introduction Modéle Estimation des paramétres Inférence

Analyse graphique des résidus du modéle

> model = Im(max03~T12+Ne9+max03v,data=ozone)
> hist(residuals(model) ,main="Histogramme des résidus",xlab="Résidus")

Histogramme des résidus
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