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Questions

Y a-t-il des différences
d’amertume entre chocolats ?

Les juges utilisent-ils I'échelle
de note de la méme facon ?

L’amertume des chocolats est-
elle évaluée de la méme fagon
d’une séance a l'autre ?

Les juges évaluent-ils les
chocolats de la méme fagon ?

Données - exemple

Exemple : 2 produits ; 3 juges; 2 répétitions

Prod. | Juge | Note
Juge 1 | Juge 2 | Juge 3 | Moy P1 J1 1
. 1 1 2 P1 Ji 3
Produit 1 3 ’ 4 2 P1 12 ]
_ 2 4 4 P1 J2 1
Produit 2 5 5 5 4 P1 13 5
P1 J3 4

Moy 2 3 4 3

P2 J3 6

Données - notations

Y variable quantitative

* F1, F2, ... variables qualitatives a /, J, ... modalités
* n; répétitions pour le couple (i)
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Questions

Y a-t-il un effet « produit » sur la note ?
* Y a-t-il un effet « juge » sur la note ?
* Y a-t-il une interaction entre les deux facteurs ?

Tests

» Décision dans l'incertain : notion de test

Définition de l'interaction

- Produit 2
Produit 1 ; Produit 1
méme écart o
¥ Produit 2
Juge 1 Juge 2 Juge 3 Juge 1 Juge 2 Juge 3

Les effets produit et juge Les effets produit et juge ne
s’additionnent s’additionnent pas : interaction entre
ces 2 facteurs

Interaction :
I'effet d’'un facteur sur Y différe selon les modalités de I'autre
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Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose

i=1,..,2 Jj=1,...,.3 k=1,2

Vi, g,k Y =p+ oy Effet parcelle

- U+ a,

Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose

L e (Tt -u+a,

Vi, 7, Yiik = p+ o + B Effet variété
N 4ei- = - - -=—aeS =T - u+a,
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Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose

Vi, g,k Y = p+a; + B;
38— =~ il = =g o =g -t

Vi, g,k Y = p+ o+ B + af; Interaction
{rit 7 - U+,

Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose
Vi, g,k Yk = p+ o+ B + abij

af;; <0 af;>0 af,; >0 af,; <0

Vi, g,k Yijrk =+ o+ B+ abi; + g

Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose

On ne dispose que de l'info suivante : la taille de chaque fleur, sa
variété et la parcelle dans laquelle elle est cultivée

y
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Et on cherche a estimer :

u : la taille moyenne des fleurs (quelle que soit la parcelle et la variété)
a;: I'effet de la parcelle i

B;: I'effet de la variété j

ap;: l'effet de l'interaction variété - parcelle
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Définition du modele a 2 facteurs

Ecriture du Vi, g,k Y = p+ o+ B+ aBij + €k
modeéle sous
forme indicée § Vi,g,k  L(gir) = N(0,0)
V(ilajla k/) ;& ('I:aja k) Cov(gijkasi’j’k’) =0
) effet moyen
oy effet principal du niveau i du facteur 1

(2
ﬁj effet principal du niveau j du facteur 2
aﬂij effet de I'interaction des facteurs 1 et 2 pour les niveaux i et j

€;jk résiduelle

Ecriture matricielle du modéle :
Y = XB4+E avecE(E)=0 et V(E)=oc?1Id
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Yim=pt+ar +5 + b1 +e11 .
Yiio=p+a1 +p1 + abfn1 +e112 Contl’alnteS
Yisi=pu4+ar + B2 +  abi2 +e101
Yimo=p+ar + B2 + of12 +e122 . : > Ry
Vi —ptar +  Bsd B13 o 1 +1+J + |J parametres mais IJ parametres indépendants
Yi30 = N Lz . .
Vel i s :[ 5 531[ o S a1 igfi modéle sur-paramétré [ > besoin de contraintes
Yoo=p+ ax+ 81 + afBa1 +e212 .
Yor=p+ ax+ B2 + afy  +eo Contraintes :
Yooo=p+ a2+ B2 + afipp +e222 . iy
Yos1 =+ an+ B3+ B3 -+ e231 a, = La modalité 1 du 1¢" facteur sert de référence
) Yogp=p+  axt Pz + bz teas i B, = La modalité 1 du 2éme facteur sert de référence
Y111 1/1 0|1 0 0|1 00O O0OO0OO I €111 .
Y112 1/1 0/1 00/1 00000 a1 €112 Viafa _o Les interactions avec les modalités 1 du 1er et
Y121 1/1 0|01 0|01 0O0O0QO an €121 Vj,aB,; =0 du 2¢me facteur servent de référence
Y122 1/1 0|0 1 0|01 00O0O 51 €122
Y131 1|1 0/00 1001000 B> €131
Y132 { _| 1|1 0j0 0 1)0 01 00O P3| 4| c132 Il est extrémement difficile d'interpréter les coefficients estimés
Y211 110 1110 010 0 01 0 0 | aBiy €211 avec ces contraintes pour des modéles avec interactions
Y212 110 1110 0/0 0 0 1 0 O | | af12 €212 (linterprétation d’'un coefficient dépend du modéle)
Y221 110 110 1 0/0 0 0 0 1 0| | afi3 €221 ATTENTION : ces contraintes sont utilisées par défaut dans R
Y222 110170 1 0|0 0 0 0 1 0| | afx €222 LIRCERMINIESE > ne pas utiliser les fonctions par défaut
Ya31 1/01/00 100000 1| |apn €031 Tl
| Y232 | 11/0 1/0 0 1|0 0 000 1] |aBs| |e€232] 15 16
: Yin=p + a1 +681 +afnn + 111 I
Contra|ntes 31112 =n -!- o +[3I1 . +a[31|1 - 'f‘ 112 dYaj=0=ar=—-o
1121 — B T &1 T P2 T ap12 T o121 =1
1+ | +J + IJ paramétres mais IJ paramétres indépendants M2 =p 4 ar +h Fafn 4 12 s
Vism=p + o1 —f1—fo-afin —0ofl2 + c131 Y B, =0=f3=-f1 -
> : Ard i ; Yizo=p + oy =1 —Bo—afii —afl2 + €130 ;=3
modéle sur-paramétré [ > besoin de contraintes Yorimp - o1 + B b ¥ eons J
. Yoio=p — a1 +B81 —abi1 + e212 Vi, » aBi; =0
Contraintes : Exemple . Yor=p—-—a1 +p2 —afio + e j=1
_ _ Yooo=p —a1  +p2 —af1o + 222 I
ZI: R a1+ ar=0=ar=—ay Yaz1 = p — a1 —B1 — BotaBii +aBl2 + enz Y7, Z aBi; =0
s Tt B1+Bo+B3=0=p3=—B1— Yoao = — o1 —f1 — BotaBis + aBl2 4+ e0an i=1
=1 [ Y111 | 1 1 1 0 1 0] [ €111 |
i]: p o + (Yﬁj—13 =0 Y112 1] 1] 1 O] 1 O €112
;= Y121 1 1 0 1 0 1 €121
j=1 afio1 + afro + afoz =0 Y122 1 1 0 1 0 1 o €122
7 j g g Y131 1) 1/-1 -1]-1 -1 o €131
Vi, aBi;i =0 yiz2 [ _ | 1| 1|-1 -1|-1 -1 B1 €132
j; Y aBra = — B — Y211 1{-1} 1 0|-1 © B2 + €211
| aiﬁ;i — 70‘311 12 Y212 1/-1) 1 0|-1 0] |afn £212
. ; e Y221 1j-1) 0 1, 0 —1 aBi2 €221
VJ, Z adl_j - O = G";}QQ - 7()‘;12 3 Y202 1]-1 0 1 0 -1 EDD2D
i=1 afaz = —af1 — afaz c
o , Y231 1j-1)-1 -1 1 1 €231
= afz =afi1+abBiz 47 | 232 | 1]-1]-1 -1 1 1] | e232 | 18




Estimation des parametres du modele Estimation des parametres du modele

par la méthode des moindres carrés
o . Prédiction et résidus
Minimiser Z &k revient & minimiser E£2 = (v — xp)'(Y — xB)
Lok E? =Y'Y —Y'XB — B'X'Y + B'X'Xp Valeurs prédites : ¥ = Xj3
Annulons la dérivée par rapport & 8 pour trouver le minimum Yijke = b+ & + B + afi; = Yije

Reégles de calcul pour

%’j;) _ a(;l;y) _ a(*;;;ﬁ) _ 5(1?6';"’) a(ﬁ’a’;XB) =0 dé’rivation mat:'icielle Résidus: E=Y - Y
0 —X'Y) —XYV)+X'XB+X'XB=0 a(;(AA) - a(gAX) —x €ijk = Yijk — @ij
oux) aux) . ST
= o X Estimateur de la variabilité résiduelle
XX non inversible : sur—paramétrisationA(besoin de contraintes) 52 = Lijk eizjk
X’X inversible : lestimateurde g est: B = (X'x)~"'xv | T
Propriétés : E(3) =5 V(B) = o2 (X'X)! Propriété : E(52) = o
B—pB~N(,0% (X'x)™h 19 2
Estimation des parametres du modele Décomposition de la variabilité

o o o Cas complet et équirépété : les SC s’additionnent
Cas particulier du plan équilibré (complet équirépété) :

Z (ka - Yooo)2 = Z (Y%oo - Yooo)2 -1
4,7,k N
i = Yoo n-1 + 3 (Yejo — Yous)? J-1
i,9,k
5[2‘ = Yiee — Yooo + Z (}/;70 — Yieo — Yojo + Y000)2 (/_ 1)("/_ 1)
~ ik
Bj = Yeje — Yooe + Z:k(yijk ~ Yije)? dal
27.]7

aﬁij = Yije — Yieo — Ysje + Yeooo
SCpr=8Cy+ SCg+ SCyup+ SCg
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Test global d’'un effet

Test du facteur A :

Hypothéses: Hg : Vi, a; =0 Hi: 3/ o;#0

KJ
B(CMa) = o®+ 23 af
%

9 KI 2
BOMp) = o+ 7 30

_ 2 K 2
]E(CMAB> = 0 +(I—1)(J—1)%:a167‘7

E(CMp) = o?
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Test global d’'un effet
Test du facteur A :
Hypothéses: Hg : Vi, o; =0 Hy: 3/ o;#0

Statistique de test:  F,, = Sgé’/(/ld;l D _ S%A
R R R

Si Viaj=0 Fy,n~ FC{d—l;

06

Fops > Fécﬁ;(OQS) = rejet de Ho

04

0.2

Rejet 24

Test global d'un effet

Test de l'interaction AB :

Hypothéses : Hg : V(i,j), aB;; =0 Hy: 3(4,5) / af # 0

SCup

Statistique de test : T-D(J-1) _ CMyp
Fovs =50, = cy,
ddig

o ~1)(J-1
Si V(i,7) afBij =0 Fyys~ chle A

06

Fops > chél;l)(&lil)(o-95) = rejetde Hg <

0.2

0.0

Test de conformité d’un coefficient
Hypothéses: Hg : a; =0 Hi:oa; #0

On sait que : £(&;) = N (a;,05,) avec aéi = o? [(X’X)*l)]
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oy — Oy

— ~T,—ddl
Ga; R

0.3

a4
Statistique de test : Tpps = —=
g,

Q;

0.2

Si a; =0, Tops ~ Ty=qaip

0.1

Décision : si |Tobs| > tu=da1,(0.975)

0.0
L

rejetde Hpg 6 4 2 o 2 4 &

Rejet Rejet
Intervalle de confiance :

a; € |G — Ga, taa,(0-975) i & + 55, taa,(0.975)] 2




Exemple

library (FactoMineR)
AovSum (Note ~ Produit+Juge+Produit:Juge,data=donnees)

Extension de I'analyse de variance

Généralisation immédiate a un nombre

Prod Juge Note SFtest Sum Sq Df CM F value Pr (>F)
P1 J1 1 Prod 12.0000 1 12.0000 9 0.02401 ~*
1 g1 N Juge 8.0000 2 4.0000 3 0.12500 quelconque de facteurs
P1 J2 1 Prod:Juge 8.0000 2 4.0000 3 0.12500
P1 2 1 Residuals 8.0000 6 1.3333
Lo 2 ;;; t Estimate Std.E t value Pr(>|t])
es sStimate Lrror value r . 7 7 7 e 7
BB | Untercept) 3.0 0.333 9.0 0.000 Si les données sont déséquilibrées :
P2 J1 2 Prod - P1 -1.0 0.333 -3.0 0.024 . 1
by 2 4 Prod - P2 1.0 0.333 3.0 0.024 « 3= (X’X)_ X'y
P2 2 6 Juge - J1 0.0 0.471 -2.121 0.078
p2 g3 4 |Juge -2 0.0 0.471 0.0  1.000 * les SC ne s’additionnent plus
P2 I3 6 Juge - J3 1.0 0.471 2.121 0.078 .
Prod-P1l : Juge-Jl 1.0 0.471 2.121 0.078 o (V- . A S
Prod-P2 : Juge-J1 -1.0 0.471 -2.121  0.078 a; et ﬁJ dépendent du modele
Prod-P1 : Juge-J2 -1.0 0.471 -2.121 0.078
Prod-P2 : Juge-J2 1.0 0.471 2.121 0.078
Prod-P1 : Juge-J3 0.0 0.471 0.0 1.000
Prod-P2 : Juge-J3 0.0 0.471 0.0 1.000
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Modeéle linéaire residus
Nsdlie Analyse des
Contextes d’application - N lité d
Homoscédasticité ormalite des
Modeéle de régression 2 i 5 d
” resiaus »
» Sources de variabilité quantitatives des reSIdus ' -
Modeéle d’analyse de la variance N B —
+ Sources de variabilité qualitatives s . |
Modeéle d’analyse de covariance S — —— | £ 2
+ Sources de variabilité de natures différentes B ‘ $
Tous ces modéles sont des modéles linéaires N e
1‘ ; :; °° r T T T 1 -
2 0 2 4 6
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Test Bartlett Tests Shapiro-Wilks, Kolmogorov, X2
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