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Questions

Y a-t-il des différences
d’amertume entre chocolats ?

Les juges utilisent-ils I'échelle
de note de la méme fagon ?

’amertume des chocolats est-
elle évaluée de la méme fagon
d’'une séance a l'autre ?

Les juges évaluent-ils les
chocolats de la méme facon ?



Données - exemple

Exemple : 2 produits ; 3 juges; 2 répétitions

Prod. | Juge | Note
Juge 1 | Juge 2 | Juge 3 | Moy P1 J1 1
- 1 1 5 , P1 J1 3
roduit 3 1 4 P1 J2 1
| 5 4 4 P1 J2 1
Produit2| . 5 4 P1 | 43 | o
P1 J3 4

Moy 2 3 4 3

P2 J3 6




Y variable quantitative
. variables qualitatives a /, J, ...
n; répétitions pour le couple (/)

F1, F2,

Données - notations
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Yieo — _Zyijk
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Yojo — Zywk
nj i,k
Yooe — Z Yijk
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Questions

Y a-t-il un effet « produit » sur la note ?
Y a-t-il un effet « juge » sur la note ?

Y a-t-il une interaction entre les deux facteurs ?

Tests

Décision dans lI'incertain : notion de test



Définition de l'interaction

Produit 2
Produit 1 . Produit 1
méme écart I o
¥ Produit 2
Juge 1 Juge 2 Juge 3 Juge 1 Juge 2 Juge 3
Les effets produit et juge Les effets produit et juge ne
s’additionnent s'additionnent pas : interaction entre

ces 2 facteurs
Interaction :
I'effet d’'un facteur sur Y differe selon les modalités de l'autre



Exemple : 2 parcelles, 3 variétes de rose

i=1,..,2  j=1,..3 k=12




Exemple : 2 parcelles, 3 variétes de rose

Effet variété

-u+a,
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Exemple : 2 parcelles, 3 variétes de rose

Vi, g, k

Interaction

-u+a,




Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose
Vi, g,k Y= p+ o+ 5+ abi;

- U+ a,




Exemple : 2 parcelles, 3 variétés de rose

On ne dispose que de l'info suivante : la taille de chaque fleur, sa
variété et la parcelle dans laquelle elle est cultivée

Yoo1 y
552
Vo1 Yoi2 v - Y231 Vigeg

u : la taille moyenne des fleurs (quelle que soit la parcelle et la variété)
a;: l'effet de la parcelle i

B;: I'effet de la variété j

ap; : 'effet de l'interaction varieté - parcelle

Et on cherche a estimer :
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Définition du modele a 2 facteurs

Ecriture du (Vi gk Y =p+ o+ B+ aBi + ek
modeéle sous o
forme indicée § Vi,j,k  L(g;5) = N(0,0)

\ V(’i’,j/, k,) 74: (i,j, k‘) COU(eijk:afi’j’k’) =0
W effet moyen

8% effet principal du niveau / du facteur 1

ﬁj effet principal du niveau j du facteur 2

Ozﬁf,;j effet de l'interaction des facteurs 1 et 2 pour les niveaux i et j
E;jk residuelle

Ecriture matricielle du modeéle :

Y = XB+E avecE(E)=0 et V(E)=0c°Id
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Contraintes

1+ 1+ J+ |J parametres mais IJ parametres indépendants

modeéle sur-paramétré > besoin de contraintes

Contraintes :

La modalité 1 du 1¢" facteur sert de référence

0(1 =
f,= La modalité 1 du 2¢™e facteur sert de référence
Viapy =0 Les interactions avec les modalités 1 du 1¢" et

- du 2¢me facteur servent de référence

Il est extrémement difficile d’'interpréter les coefficients estimés
avec ces contraintes pour des modeles avec interactions
(Iinterprétation d’'un coefficient dépend du modele)

4 - ATTENTION : ces contraintes sont utilisées par défaut dans R
AT YOUR OWN RlSK | => ne pas utiliser les fonctions par défaut
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Contraintes

1+ 1+ J+ |J parametres mais IJ parametres indépendants

modeéle sur-paramétré > besoin de contraintes

Contraintes : Exemple :
I (){1—|—Oz2=O:>042=—041
=0
i;az 1+ 02+ 083=0= B3 =—01— 06>
EJ: @-I— afiy) + afiz =0
Bj =0 +
j=1 ’ afBr1 + afox + afzz =0
J p— p— p—
vi, ¥ aB;j =0 J O J
j=1 [ af13 = —aBi1 — afio
I afr1 = —af1q
V7, Z aBij =0 — { afrp = —af12
i=1 affipz = —afz1 — afo2
= afr3z3 = af11 +abi2 47
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Estimation des parametres du modele
par la méthode des moindres carrés

Minimiser 2 ek revient a minimiser £2 = (v — xg)'(Y — XB)
i,j,k EZ — YIY _ Y,Xﬁ _ ﬁ,X’Y + ﬁ,X,Xﬁ

Annulons la dérivée par rapport a  pour trouver le minimum

Regles de calcul pour

0 _a('y) _a(x'xp) _ 3a(B'X'V) n 0(B'X'XB) _ ~0 dérivation matricielle
9B 9P 9P 9P 9P , ,
0 —(X'Y) —(X'VY)+X'XB+X'XB =0 oX'4) _oAdX)
, : A A
XY =XXp O(AX) _0(Ax) _
0A 04

X'X non inversible : sur- parametrlsatlon (besoin de contraintes)
X'X inversible : I'estimateurde g8 est: 5 = (X' X))~ Lx'y

Propriétés : E(B) =8 V(3) = 02 (x'x)~1
B—B~N(0,0° (X'X)~h) 1



Estimation des parametres du modele

Prediction et résidus
Valeurs prédites : ¥V = Xj
Jiik = i+ a; + B + aBii = Yije
Résidus: E=Y -V
€ijk = Yijk — Yijk

Estimateur de la variabilité résiduelle

Propriété : E(5°) = o
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Estimation des parametres du modele

Cas particulier du plan equilibré (complet équirépéte) :

aBij — Yije — Yiee — Yeje + Yooo
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Décomposition de la variabilité

Cas complet et equirépéte : les SC s’additionnent

Z (Y;Jk — Yooo)2 — Z (Y;j.. — Yooo)2 -1
1,7,k 1,7,k
n-1 + )" (Yejo — Yooo)? J-1
1,7,k
+ Z (X/ijo — Yieo — Yojo + YOO.)Q (I' 1)(‘-/_ 1)
1,7,k
+ ‘Zk(Y?;jk — Yije)? dall,
Z’j?

SCr = SC, + SCp + SCxp + SCp
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Test global d'un effet

Test du facteur A :

Hypothéses: Hp : Vi, o; = Hy: 3/ oa;#0
KJ
E(CMy) = o2+ —-% a?
I-1%4
KI
E(CMp) = o°+ > 0;

E(CMag) = o2+

E(CMpg) = o7
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Test global d'un effet
Test du facteur A :
Hypotheses: Hg : Vi, a; =0 Hi: % /a;#0

Statistique de test:  F,, = Sgé/(fd;l 1) _ g%A
R R R

0.6

Fope > Féd_l}:li(O.95) —= rejet de Hy

0.4

0.2

0.0




Test global d'un effet

Test de l'interaction AB :

Hypotheéses : Hg : V(i,7), aB;; =0  Hy : 3(i,5) / aBi; # 0
SCan

Statistique de test : I-1)(J—-1) CMup
Fobs = "sc, = oty
ddlp
e I-1)(J-1
Si V(i,7) afi; =0 FobsNchle ) ) )
Fope > F(%;I)(J_I)(OQS) —= rejetde g |

0.2

0.0

Rejet



Test de conformité d’'un coefficient
Hypothéses : Hpy : a; = O Hy:a;#0

On sait que : £(&;) = N (a;,045,) avec Ugi = ¢ [(X'X)_l)]ii

—~

; — O

dou : ~ Ty=ddip

0'5%.

0.3
I

Statistique de test : Tj,ps = ——

Q
£
0.2

Si a; =0, Tyen~ %Idle

0.1

Décision : si |Tobs| > tu=da1,(0.975)

rejetde Hpg — T

Rejet Rejet
Intervalle de confiance :

o; € |&; — Ga, taq,(0-975) ; & + 64, ta,(0.975)] 2



Exemple

library (FactoMineR)
AovSum (Note ~ Produit+Juge+Produit :Juge, data=donnees)

Prod Juge Note SFtest Sum Sqgq Df CM F value Pr (>F)

p1 J1 1 Prod 12.0000 1 12.0000 9 0.02401 ~*

p1 J1 3 Juge 8.0000 2 4.0000 3 0.12500

p1 2 1 Prod:Juge 8.0000 2 4.0000 3 0.12500

p1 2 1 Residuals 8.0000 6 1.3333

Pl J3 2 o

b1 J3 A STtest Estimate Std.Error t value Pr(>|t])

P2 J1 2 (Intercept) 3.0 0.333 9.0 0.000

po J1 2 Prod - P1 -1.0 0.333 -3.0 0.024

P2 2 4 Prod - P2 1.0 0.333 3.0 0.024

po 2 5 Juge - J1 0.0 0.471 -2.121 0.078

po I3 4 Juge - J2 0.0 0.471 0.0 1.000

P2 I3 5 Juge - J3 1.0 0.471 2.121 0.078
Prod-P1 : Juge-Jl 1.0 0.471 2.121 0.078
Prod-P2 Juge-J1 -1.0 0.471 -2.121 0.078
Prod-P1 Juge—-J2 -1.0 0.471 -2.121 0.078
Prod-P2 Juge—-J2 1.0 0.471 2.121 0.078
Prod-P1 Juge-J3 0.0 0.471 0.0 1.000
Prod-P2 Juge-J3 0.0 0.471 0.0 1.000
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Extension de I'analyse de variance

Généralisation immédiate a un nombre
quelconque de facteurs

Si les données sont deséquilibrées :
3= (X'X)"1X'Y

* les SC ne s’additionnent plus

. &; et 3; dépendent du modéle
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Modele linéaire
Contextes d’application

Modele de regression
Sources de variabilité quantitatives

Modele d’analyse de la variance
Sources de variabilité qualitatives

Modele d’analyse de covariance
Sources de variabilité de natures différentes

Tous ces modeles sont des modeles linéaires
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Homoscédasticité

des residus »

Analyse des residus

_—
1

I
RS

1

2

Test Bartlett

Frequency

40
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o

N

Normalité des

residus -

-2

| | |
0 2 4

alns

Tests Shapiro-Wilks, Kolmogorov, X
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