
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡

❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿






∀i = ✶, ..., n Yi = β✵ + β✶xi + εi
∀i = ✶, ..., n εi ✐✳✐✳❞✳ , E(εi ) = ✵, V(εi ) = σ✷

∀i 6= k cov(εi , εk) = ✵

❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ β✵ ❡t β✶ ♣❛r ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés ✿

argmin
(β̂✵ , β̂✶)

n
∑

i=✶

(

Yi − (β̂✵ + β̂✶xi )
)✷

❉ér✐✈❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r β̂✵ = Ȳ − β̂✶x̄ ❡t β̂✶ =
∑

i (xi−x̄)(yi−ȳ)
∑

i (xi−x̄)✷

V(β̂✶) =
σ✷

∑

i (xi − x̄)✷
=

σ✷

(n − ✶)V(x)

⇒ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❢❛✐❜❧❡ s✐ n ❣r❛♥❞ ❡t s✐ ❧❡s x s♦♥t très ❞✐s♣❡rsés
✷ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

❙♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♥❞✐❝é❡ ✿






∀i = ✶, ..., n Yi = β✵ + β✶xi✶ + ...+ βpxip + εi
∀i = ✶, ..., n εi ✐✳✐✳❞✳ , E(εi ) = ✵, V(εi ) = σ✷

∀i 6= k cov(εi , εk) = ✵

▼❛tr✐❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ✿

Y = Xβ + E ❛✈❡❝ E(E ) = ✵, V(E ) = σ✷Id

















Y✶

✳✳✳

Yi

✳✳✳

Yn

















=

















✶ x✶✶ · · · x✶j · · · x✶p
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

✶ xi✶ xij xip
✳✳✳

✳✳✳
✳✳✳

✳✳✳

✶ xn✶ · · · xnj · · · xnp





































β✵
β✶
✳✳✳

βj
✳✳✳

βp





















+

















ε✶
✳✳✳
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❊st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✉ ♠♦❞è❧❡

❈r✐tèr❡ ❞❡s ♠♦✐♥❞r❡s ❝❛rrés

β̂ = argmin
β

n
∑

i=✶

(yi − (β✵ + β✶xi✶ + . . .+ βpxip))
✷

= (X ′X )−✶X ′Y s✐ X ′X ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡

Pr♦♣r✐étés

E(β̂) = β

V(β̂) = (X ′X )−✶σ✷

Pré❞✐❝t✐♦♥

ŷi = β̂✵ + β̂✶xi✶ + . . .+ β̂jxij + . . .+ β̂pxip

V(Yxo ) = σ✷
(

✶+ x ′✵(X
′X )−✶x✵

)

✹ ✴ ✷✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

❉é♠❛r❝❤❡ ❡♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s

❋❛❝t❡✉rs ✿

• x✶ ✿ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❝✉✐ss♦♥ ✭✶✷✵♦ à ✶✹✵♦✮

• x✷ ✿ ❞✉ré❡ ❞❡ ❝✉✐ss♦♥ ✭✹✵ à ✻✵ ♠✐♥✉t❡s✮

❱❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥térêt Y ✿ ♠♦❡❧❧❡✉① ❞❡ ♣❛✐♥ ❞❡ ♠✐❡

• ◗✉❡❧s s♦♥t ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs x✶ ❡t x✷ ❄ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡s

✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❄

• ❖♣t✐♠❛❧✐té ✿ ② ❛✲t✲✐❧ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s q✉✐ ♦♣t✐♠✐s❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y ❄

⇒ ♦♥ ✈❡✉t ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡

✺ ✴ ✷✹
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▼♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡

Yi = β✵+ β✶xi✶ + β✷xi✷+ β✶✶x
✷
i✶ + β✷✷x

✷
i✷ +β✶✷xi✶xi✷+ εi

❡✛❡ts ❧✐♥é❛✐r❡s ❡✛❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

❊✛❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ✿ très s♦✉✈❡♥t ♣rés❡♥ts ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡
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■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐ ✿ ❧✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✶ s✉r Y

❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✷

✻ ✴ ✷✹
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❙✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡s ♣♦✉r ❞❡✉① ❢❛❝t❡✉rs x✶ ❡t x✷
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❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♥t✐♥✉

Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥❡ r❡❝❡tt❡ ❞❡ ❣❛❧❡tt❡ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡

♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣❛❧❡tt❡s q✉✐ s❡ ❞é❝❤✐r❡♥t ✭Y ✮✳ ✷ ❢❛❝t❡✉rs q✉❛♥t✐t❛t✐❢s✱ ❧❛

q✉❛♥t✐té ❞❡ ❢❛r✐♥❡ ✭❡♥tr❡ ✹✺ ✪ ❡t ✺✺ ✪✮ ❡t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡

❝✉✐ss♦♥ ✭❡♥tr❡ ✶✽✵ ❡t ✷✷✵ ❞❡❣rés✮✱ ét✉❞✐és s❡❧♦♥ ✉♥ ♣❧❛♥ ❡♥ ✶✵ ❡ss❛✐s

▼♦❞✐✜❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ F✶ ❡t F✷ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥ ❞❡ Y ❡♥ t♦✉t

♣♦✐♥t s♦✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡ ♣♦ss✐❜❧❡

❤tt♣s✿✴✴❤✉ss♦♥✳❣✐t❤✉❜✳✐♦✴✐♠❣✴♣❧❛♥❴❈❈✳①❧s①
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

◗✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣❧❛♥

V(β̂) = (X ′X )−✶σ✷

⇒ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♥♥✉❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

• ❡ss❛✐s ❛✉ ❜♦r❞ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ✿ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❞❡s x

• ❡ss❛✐s ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✿ t❡st❡r ❧❛ ❧✐♥é❛r✐té

• ♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❡♥tr❡ ❢❛❝t❡✉rs ✿ s✐ ✷ ❢❛❝t❡✉rs✱ V(β̂✶) =
σ✷

n×(✶−r✶✷)V(x✶)

❙✐ r✶✷ = ✵ ⇒ V(β̂✶) = V(β̂✶)
(regsimple) s✐♥♦♥ V(β̂✶) ր
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

❈♦❞❛❣❡

xnew =
x − (xmax + xmin)/✷

(xmax − xmin)/✷
=⇒ xnew ∈ [−✶, ✶]

• ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡s ✉♥✐tés

• ♣❧❛♥s ❢❛❝✐❧❡s à ❝♦♥str✉✐r❡ ✭t❛❜❧❡s ❞❡ ♣❧❛♥✮

• ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♠♦❞è❧❡

Y = β✵ + β✶x + β✶✶x
✷







Y(✵) = β✵
Y(+✶) = β✵ + β✶ + β✶✶
Y(−✶) = β✵ − β✶ + β✶✶

• β✵ ✿ ✈❛❧❡✉r ❞❡ Y ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡

• β✶ ✿ Y(+✶) − Y(−✶) = ✷β✶ =⇒ β✶ =
Y(+✶)−Y(−✶)

✷

• β✶✶ ✿ Y(+✶) +Y(−✶) = ✷β✵ + ✷β✶✶ =⇒ β✶✶ =
Y(+✶)+Y(−✶)

✷
− β✵

✶✵ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
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✶✶ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ré❣r❡ss✐♦♥ q✉❛❞r❛t✐q✉❡
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❡♥tré à k ❢❛❝t❡✉rs

• P❧❛♥ ❢❛❝t♦r✐❡❧ ❝♦♠♣❧❡t ♦✉

❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ nf = ✷k−p

• P♦✐♥ts ❡♥ ét♦✐❧❡ ❛✈❡❝

α = ✹
√
nf = n

✶/✹
f

• P♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡

◆❜ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ✿ ✷k−p + ✷k + n✵
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■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

P❧❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❡♥tré ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ rs♠

❃ ❧✐❜r❛r②✭rs♠✮

❃ ♣❧❛♥❝❝❞ ❁✲ ❝❝❞✭✷✮ ★ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ♣❧❛♥ st❛♥❞❛r❞

❃ ♣❧❛♥❝❝❞❁✲❝❝❞✭✷✱ ❝♦❞✐♥❣❂❧✐st ✭①✶⑦✭❚❡♠♣✲✶✸✵✮✴✶✵✱ ①✷⑦✭❉✉r❡❡✲✺✵✮✴✶✵✮✮

❃ ♣❧❛♥❝❝❞

r✉♥✳♦r❞❡r st❞✳♦r❞❡r ❚❡♠♣ ❚♣s ❇❧♦❝❦

✶ ✶ ✻ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✷ ✷ ✼ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✸ ✸ ✶ ✶✷✵✳✵✵✵✵ ✹✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✹ ✹ ✺ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✺ ✺ ✹ ✶✹✵✳✵✵✵✵ ✻✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✻ ✻ ✷ ✶✹✵✳✵✵✵✵ ✹✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✼ ✼ ✽ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✽ ✽ ✸ ✶✷✵✳✵✵✵✵ ✻✵✳✵✵✵✵✵ ✶

✾ ✶ ✻ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✷

✶✵ ✷ ✼ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✷

✶✶ ✸ ✸ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✸✺✳✽✺✼✽✻ ✷

✶✷ ✹ ✶ ✶✶✺✳✽✺✼✾ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✷

✶✸ ✺ ✷ ✶✹✹✳✶✹✷✶ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✷

✶✹ ✻ ✽ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✷

✶✺ ✼ ✺ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✺✵✳✵✵✵✵✵ ✷

✶✻ ✽ ✹ ✶✸✵✳✵✵✵✵ ✻✹✳✶✹✷✶✹ ✷

■❝✐✱ n✵ = ✽ ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✶✹ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

Pr♦♣r✐étés ❞✉ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❡♥tré

• ■s♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❛r r♦t❛t✐♦♥ ✿

✭♦❜t❡♥✉❡ s✐ α = n
✶/✹
f ✮ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞✉

♣❧❛♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡✱

♣❛s ❞❡ ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥

• Pré❝✐s✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ✿ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡st

✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✶ ❞❛♥s t♦✉t ❧❡

❞♦♠❛✐♥❡ ✭s✐ ❜♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❛✉

❝❡♥tr❡✮
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❱❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣ré✈✐s✐♦♥

• ❈♦rré❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❡✛❡ts ✿ t♦✉s ❧❡s ❡✛❡ts s♦♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ♠❛✐s ✐❧

② ❛ ✉♥❡ ❝♦rré❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡✛❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ n✵

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿

• ré♣❛rt✐r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s

• s✬❛❞❛♣t❡r à ❧❛ ré❛❧✐té t❡rr❛✐♥ ✿ ❢❛✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s à

✶✹✵♦ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ✶✺ ❢♦✐s ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞✉ ❢♦✉r
✶✺ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

◆♦♠❜r❡ ❞✬❡ss❛✐s ❞✉ P❈❈

Nombre de facteurs (k) 2 3 4 5 6 

Plan factoriel complet ou fractionnaire 22 23 24 25-1 26-1

Nombre de points du plan factoriel : 2k p

f
n

−= 4 8 16 16 32 

Niveau codé des points axiaux : 4
f

nα = 1.414 1.682 2 2 2.378 

Nombre de points axiaux : 2n kα = 4 6 8 10 12 

Nombre de points au centre : 
0n      

     cas de l’orthogonalité 8 9 12 10 15 

     cas de la précision uniforme 5 6 7 6 9 

Nombre total de points ( 0f
n n nα+ + )      

     orthogonalité 16 23 36 36 59 

     précision uniforme 13 20 31 32 53 

✶✻ ✴ ✷✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉ ♣❧❛♥

▲❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s ❡ss❛✐s✱ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❡t ❡st ♠❡s✉ré❡

♣❛r (X ′X )−✶

❃ ❧✐❜r❛r②✭rs♠✮

❃ ♣❧❛♥ ❁✲ ❝❝❞✭✷✮

❃ ❳ ❁✲ ♠♦❞❡❧✳♠❛tr✐①✭⑦①✶✰①✷✰■✭①✶❫✷✮✰■✭①✷❫✷✮✰■✭①✶✯①✷✮✱❞❛t❛❂♣❧❛♥✮

❃ t✭❳✮✪✯✪❳

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ①✶ ①✷ ■✭①✶❫✷✮ ■✭①✷❫✷✮ ■✭①✶ ✯ ①✷✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✶✻ ✵ ✵ ✽ ✽ ✵

①✶ ✵ ✽ ✵ ✵ ✵ ✵

①✷ ✵ ✵ ✽ ✵ ✵ ✵

■✭①✶❫✷✮ ✽ ✵ ✵ ✶✷ ✹ ✵

■✭①✷❫✷✮ ✽ ✵ ✵ ✹ ✶✷ ✵

■✭①✶ ✯ ①✷✮ ✵ ✵ ✵ ✵ ✵ ✹

❃ s♦❧✈❡✭t✭❳✮✪✯✪❳✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ①✶ ①✷ ■✭①✶❫✷✮ ■✭①✷❫✷✮ ■✭①✶ ✯ ①✷✮
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①✶ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵

①✷ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✶✷✺ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵

■✭①✶❫✷✮ ✲✵✳✵✻✷✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✶✷✺✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵

■✭①✷❫✷✮ ✲✵✳✵✻✷✺ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✶✷✺✵ ✵✳✵✵

■✭①✶ ✯ ①✷✮ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✵✵✵✵ ✵✳✷✺

✶✼ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥

Yi = β✵ +
k

∑

j=✶

βjxij +
k

∑

j=✶

βjjx
✷
ij +

k
∑

j=✶

k
∑

l=j+✶

βjlxijxil + εi

❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té ✿

• ❡✛❡ts ❧✐♥é❛✐r❡s s❡✉❧s

• ❡✛❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s s❡✉❧s

• ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❡✉❧❡s

• rés✐❞✉❡❧❧❡
q✉✐ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✷ t❡r♠❡s ✭❝❛r n✵ ✈r❛✐❡s ré♣ét✐t✐♦♥s✱ ♣ts ❛✉
❝❡♥tr❡✮ ✿

• ❡rr❡✉r ♣✉r❡ ✿ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s Y ♣♦✉r ♣ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ✭n✵ − ✶ ❞❞❧✮ ✿
❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈ér✐t❛❜❧❡ ré♣ét❛❜✐❧✐té ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡

• ❡rr❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ✿ ❡rr❡✉r rés✐❞✉❡❧❧❡ ♠♦✐♥s ❧✬❡rr❡✉r ♣✉r❡
✭ddl❛❥✉st❡♠❡♥t = ddlrés✐❞✉❡❧❧❡ − ddl❡rr❡✉r ♣✉r❡✮

✶✽ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

▼♦❞è❧❡ ❞❡ ré❣r❡ss✐♦♥ ✿ t❡sts

• ❚❡sts ❞❡s ❡✛❡ts ❧✐♥é❛✐r❡s✱ q✉❛❞r❛t✐q✉❡ ♦✉ ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

H✵ : ♣❛s ❞✬❡✛❡t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❞✬✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

H✶ : ❡✛❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ❞✉ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

Fvar =
CMvar

CMresiduelle

s♦✉sH✵, L(Fvar ) = F
ddlresiduelle
ddlvar

• ❚❡st ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ✿

H✵ : ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❥✉sté

H✶ : ❧❡s é❝❛rts ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s✬❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t

♣❛r ❧❛ ✈❛r✐❛❜✐❧✐té rés✐❞✉❡❧❧❡

Fajust =
CMajust

CMpure

s♦✉sH✵, L(Fajust) = F
ddlajust
ddlpure

⇒ ✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ ✐♥❝✐t❡ à ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ♠♦❞è❧❡

✭❛❥♦✉t ❞✬❡✛❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳✮
✶✾ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

P❧❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❡♥tré ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ rs♠

P❧❛♥ ♣♦✉r ✷ ❢❛❝t❡✉rs ✿

Yi = β✵ + β✶xi✶ + β✷xi✷ + β✶✶x
✷
i✶ + β✷✷x

✷
i✷ + β✶✷xi✶xi✷ + εi

❃ ❧✐❜r❛r②✭rs♠✮

❃ s❡t✳s❡❡❞✭✶✷✸✹✮

❃ ♣❧❛♥ ❁✲ ❝❝❞✭✷✱ ❝♦❞✐♥❣❂❧✐st ✭①✶⑦✭❚❡♠♣✲✶✸✵✮✴✶✵✱ ①✷⑦✭❉✉r❡❡✲✺✵✮✴✶✵✮✮

❃ ❨ ❁✲ ❝✭✶✱ ✺✱ ✹✱ ✼✱ ✽✱ ✽✱ ✹✱ ✺✱ ✷✱ ✺✱ ✹✱ ✺✱ ✺✱ ✾✱ ✼✱ ✺✮

❃ ❈❘✳rs♠ ❁✲ rs♠✭❨⑦❙❖✭①✶✱①✷✮✱❞❛t❛❂♣❧❛♥✮ ★★ ❙❖ ♣♦✉r ✷♥❞ ♦r❞❡r

❃ s✉♠♠❛r②✭❈❘✳rs♠✮ ★★ ❋❖✭①✶✱①✷✮✰❚❲■✭①✶✱①✷✮✰P◗✭①✶✱①✷✮

❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❱❛r✐❛♥❝❡ ❚❛❜❧❡

❘❡s♣♦♥s❡✿ ❨

❉❢ ❙✉♠ ❙q ▼❡❛♥ ❙q ❋ ✈❛❧✉❡ Pr✭❃❋✮

❋❖✭①✶✱ ①✷✮ ✷ ✹✾✳✼✾✷ ✷✹✳✽✾✺✽ ✻✼✳✶✸✹✶ ✶✳✻❡✲✵✻ ★★ ❡❢❢❡ts ❧✐♥é❛✐r❡s

❚❲■✭①✶✱ ①✷✮ ✶ ✾✳✵✵✵ ✾✳✵✵✵✵ ✷✹✳✷✻✾✹ ✵✳✵✵✵✺✾✾✶ ★★ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

P◗✭①✶✱ ①✷✮ ✷ ✻✳✺✵✵ ✸✳✷✺✵✵ ✽✳✼✻✹✵ ✵✳✵✵✻✸✷✻✶ ★★ ❡❢❢❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s

❘❡s✐❞✉❛❧s ✶✵ ✸✳✼✵✽ ✵✳✸✼✵✽

▲❛❝❦ ♦❢ ❢✐t ✸ ✶✳✽✸✸ ✵✳✻✶✶✶ ✷✳✷✽✶✺ ✵✳✶✻✻✷✺✶✷ ★★ ❡rr❡✉r ❞✬❛❥✉st❡♠❡♥t

P✉r❡ ❡rr♦r ✼ ✶✳✽✼✺ ✵✳✷✻✼✾ ★★ ❡rr❡✉r ♣✉r❡

▼✉❧t✐♣❧❡ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✹✻✸✱ ❆❞❥✉st❡❞ ❘✲sq✉❛r❡❞✿ ✵✳✾✶✾✹

❋✲st❛t✐st✐❝✿ ✸✺✳✷✶ ♦♥ ✺ ❛♥❞ ✶✵ ❉❋✱ ♣✲✈❛❧✉❡✿ ✹✳✾✶✶❡✲✵✻
✷✵ ✴ ✷✹



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

P❧❛♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❝❡♥tré ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛❝❦❛❣❡ rs♠

❊st✐♠❛t❡ ❙t❞✳ ❊rr♦r t ✈❛❧✉❡ Pr✭❃⑤t⑤✮

✭■♥t❡r❝❡♣t✮ ✹✳✻✷✺✵✵ ✵✳✷✶✺✸✵ ✷✶✳✹✽✶✺ ✶✳✵✻✻❡✲✵✾ ✯✯✯

①✶ ✷✳✷✸✼✹✹ ✵✳✷✶✺✸✵ ✶✵✳✸✾✷✶ ✶✳✶✶✻❡✲✵✻ ✯✯✯

①✷ ✶✳✶✵✸✺✺ ✵✳✷✶✺✸✵ ✺✳✶✷✺✻ ✵✳✵✵✵✹✹✼✵ ✯✯✯

①✶✿①✷ ✲✶✳✺✵✵✵✵ ✵✳✸✵✹✹✽ ✲✹✳✾✷✻✹ ✵✳✵✵✵✺✾✾✶ ✯✯✯

①✶❫✷ ✵✳✺✵✵✵✵ ✵✳✷✶✺✸✵ ✷✳✸✷✷✸ ✵✳✵✹✷✻✵✸✺ ✯

①✷❫✷ ✵✳✼✺✵✵✵ ✵✳✷✶✺✸✵ ✸✳✹✽✸✺ ✵✳✵✵✺✽✽✻✼ ✯✯

❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ✿
{

∂Ŷ
∂x✶

= ✵

∂Ŷ
∂x✷

= ✵

{

✷.✷✸✼− ✶.✺x✷ + ✷× ✵.✺× x✶ = ✵

✶.✶✵✹− ✶.✺x✶ + ✷× ✵.✼✺× x✷ = ✵

x✷ = (✷.✷✸✼+ x✶)/✶.✺

✶.✶✵✹− ✶.✺x✶ + ✶.✺× (✷.✷✸✼+ x✶)/✶.✺ = ✵ ⇒ x✶ = ✻.✻✽✷ ⇒ x✷ = ✺.✾✹✻

❙t❛t✐♦♥❛r② ♣♦✐♥t ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ s✉r❢❛❝❡✿ ★★ ♦♣t✐♠✉♠

①✶ ①✷

✻✳✻✽✶✾✽✶ ✺✳✾✹✻✷✼✽

❊✐❣❡♥❛♥❛❧②s✐s✿ ★★ ✈♣ tt❡s ❁ ✵ ❂❂❃ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❂ ♠❛①✐♠✉♠

✩✈❛❧✉❡s ★★ ✈♣ tt❡s ❃ ✵ ❂❂❃ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❂ ♠✐♥✐♠✉♠

❬✶❪ ✶✳✸✽✺✸✹✺✸ ✲✵✳✶✸✺✸✹✺✸ ★★ ✈♣ ❃✵ ❡t ❁✵ ❂❂❃ ♣♦✐♥t st❛t✐♦♥♥❛✐r❡ ❂ ♣♦✐♥t s❡❧❧❡✷✶ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s✉r❢❛❝❡s ❞❡ ré♣♦♥s❡

❃ ❝♦♥t♦✉r✭❈❘✳rs♠✱⑦①✶✰①✷✱✐♠❛❣❡❂❚❘❯❊✮

❃ ♣❡rs♣✭❈❘✳rs♠✱⑦①✶✰①✷✱❝♦❧❂r❛✐♥❜♦✇✭✺✵✮✱ ❝♦♥t♦✉rs❂✧❝♦❧♦rs✧✮
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P❜ ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✸ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✉ ♣❧✉s ✿ tr❛❝❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦✉r ✷

✈❛r✐❛❜❧❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t ✜①é❡s à ❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ❝❡♥tr❛❧❡ ♦✉ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠
✷✷ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❞✉ ♣❧❛♥

✶ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❢❛❝t♦r✐❡❧ ❡t ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡

✷ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❧✬❡rr❡✉r ♣✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐

❧❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé ❡st ❜♦♥

✸ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s ❡✛❡ts s♦♥t

❧✐♥é❛✐r❡s ♦✉ ♥♦♥ ❀ s✐ ♥♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡♥ ét♦✐❧❡

✹ ♣❡✉t✲♦♥ s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts q✉❛❞r❛t✐q✉❡s s♦♥t ♥✉❧s ❄

✷✸ ✴ ✷✹

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ▼♦❞è❧❡s ❡t ♣❧❛♥ P❧❛♥ ❈♦♠♣♦s✐t❡s ❈❡♥trés ❙✉r❢❛❝❡ ❞❡ ré♣♦♥s❡

P❧❛♥ ❞❡ ❇♦①✲❇❡♥❤❦❡♥

▼♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

• ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✷ ❢❛❝t❡✉rs✱ ❧❡s

❛✉tr❡s ❢❛❝t❡✉rs ét❛♥t à ❧❛

♠♦②❡♥♥❡

• ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts ❛✉ ❝❡♥tr❡

❆✈❛♥t❛❣❡s ✿

• ✸ ♥✐✈❡❛✉① ♣❛r ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭✈s ✺

♣♦✉r P❈❈✮

• tr❛✈❛✐❧ séq✉❡♥t✐❡❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✿

♣❡r♠❡t ❞❡ r❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs

✭✜①és ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠♦②❡♥ ❛✈❛♥t✮

❃ ❧✐❜r❛r②✭rs♠✮

❃ ❇❡♥❤❦❡♥ ❁✲ ❜❜❞✭✸✮

❊①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ✸ ❢❛❝t❡✉rs
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