
P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ❛✈❛♥❝és

• P❧❛♥s ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s à ♣❧✉s ❞❡ ✷ ♠♦❞❛❧✐tés

• P❧❛♥s ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❡t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s

• P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❋r❛♥ç♦✐s ❍✉ss♦♥

❯♥✐té ♣é❞❛❣♦❣✐q✉❡ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s
❆❣r♦❝❛♠♣✉s ❖✉❡st
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s

• P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s ✿ t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ♦♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♠♦❞❛❧✐tés ✿ ❝❛rrés ❧❛t✐♥✱ ❝❛rré ❣ré❝♦✲❧❛t✐♥s✱ ▼❖▲❙

• P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ♠ê♠❡
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs

✷ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈❛rrés ❧❛t✐♥s

❖❜❥❡❝t✐❢ ✿ ét✉❞✐❡r ✸ ❢❛❝t❡✉rs à J ♠♦❞❛❧✐tés

▼♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

• ✶èr❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ♥✉♠ér♦t❡r ❞❡ ✵ à J − ✶
• ❈♦❧♦♥♥❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❛❥♦✉t❡r ✶ à ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♠♦❞✉❧♦ J

P❧❛♥ à ✸ ❢❛❝t❡✉rs à ✸ ♠♦❞❛❧✐tés
P❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡t ✸✸ = ✷✼ ❡ss❛✐s

P❧❛♥ à ✸ ❢❛❝t❡✉rs à ✺ ♠♦❞❛❧✐tés
P❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡t ✺✸ = ✶✷✺ ❡ss❛✐s
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

Pr♦♣r✐étés ❞✬✉♥ ❝❛rré ❧❛t✐♥

• ❊✛❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❛r t❛❜❧❡❛✉ ❝r♦✐sé✮
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• ❊✛❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛✐s
♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♥❢♦♥❞✉s ❛✈❡❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❧❡s ❝♦♥❝❡r♥❡♥t
♣❛s ✿ F✶⊥F✶F✷ F✶⊥F✶F✸ ♠❛✐s ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s F✶⊥F✷F✸

• ❊t✉❞❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ♣❛r ❛♥❛❧②s❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ à ✸ ❢❛❝t❡✉rs

• ●r❛♥❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s✱ ♣❛s ❞❛♥s
❧❡s t❡sts ✭♣❡✉ ❞❡ ❞❞❧✮

• ❙✐ ♦♣t✐♠✉♠ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r ✉♥❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥♦♥
t❡sté❡ ⇒ ❧❛ t❡st❡r ❡t s✐ ✈❛❧❡✉r ♣ré❞✐t❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
♦❜s❡r✈é❡✱ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❡st ✈❛❧✐❞é

✹ ✴ ✷✹



P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈❛rrés ❧❛t✐♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✭▼❖▲❙✮

• ❏✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ▼❖▲❙ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs
• J ♣r❡♠✐❡r ♦✉ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥❜ ♣r❡♠✐❡r ⇒ ✐❧ ❡①✐st❡ J − ✶ ▼❖▲❙

▼♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❛rrés ❧❛t✐♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✿

• s✐ J ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✿
• ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❝❛rré ❧❛t✐♥
• ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❝❛rré ❧❛t✐♥✱ ♣r❡♥❞r❡ α ∈ {✷, ..., J − ✶}

❡t ♠❡ttr❡ ❧✐❣♥❡ i ❝♦❧♦♥♥❡ j ❧❛ ✈❛❧❡✉r α× i + j ♠♦❞✉❧♦ J✳

❈♦♥str✉✐r❡ J − ✶ ❝❛rrés ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ α ❡♥tr❡ ✷ ❡t J − ✶

α = ✷

✵ ✶ ✷ ✵ ✶ ✷

✵ ✵ ✶ ✷ ✵ ✵ ✶ ✷ ✷× ✵+ ✶ = ✶

✶ ✶ ✷ ✵ ✶ ✷ ✵ ✶ ✷× ✶+ ✷ = ✶

✷ ✷ ✵ ✶ ✷ ✶ ✷ ✵ ✷× ✷+ ✶ = ✷

• s✐ J ❡st ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✿ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❛❜❧❡s
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈❛rrés ❧❛t✐♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✿ ❡①❡♠♣❧❡ J = ✸

❊①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ✸ ♠♦❞❛❧✐tés ✿

✵ ✶ ✷ ✵ ✶ ✷ ✵ ✶ ✷

✵ ❛ ❜ ❝ ✵ α β γ ✵ ❛α ❜β ❝γ

✶ ❜ ❝ ❛ ✶ γ α β ⇒ ✶ ❜γ ❝α ❛β

✷ ❝ ❛ ❜ ✷ β γ α ✷ ❝β ❛γ ❜α























✵ ✵ a α

✵ ✶ b β

✵ ✷ c γ

✶ ✵ b γ

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✳
✳
✳

✷ ✶ a γ

✷ ✷ b α























▲❛ ❥✉①t❛♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ✷ ❝❛rrés ❧❛t✐♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❝❛rré
❣ré❝♦✲❧❛t✐♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ✹ ❢❛❝t❡✉rs
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈❛rrés ❧❛t✐♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✿ ❡①❡♠♣❧❡ J = ✺

α = ✷

✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹

✵ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹

✶ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶

✷ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸

✸ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵

✹ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷

α = ✸ α = ✹

✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹

✵ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹

✶ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✶ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸

✷ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶ ✷

✸ ✹ ✵ ✶ ✷ ✸ ✸ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶

✹ ✷ ✸ ✹ ✵ ✶ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✵

P♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬ét✉❞✐❡r ❥✉sq✉✬à ✻ ❢❛❝t❡✉rs à ✺ ♠♦❞❛❧✐tés
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈❛rrés ❧❛t✐♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉① ✿ t❛❜❧❡s
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈❛rrés ❧❛t✐♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①

◆♦♠❜r❡ ❞❡ ❢❛❝t❡✉rs q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r

❋❛❝t❡✉rs à ✸ ♠♦❞❛❧✐tés ❋❛❝t❡✉rs à ✹ ♠♦❞❛❧✐tés

r ◆❜ ❡ss❛✐s ❘és♦❧✉t✐♦♥ ◆❜ ❡ss❛✐s ❘és♦❧✉t✐♦♥
✸r ■■■ ■❱ ❱ ✹r ■■■ ■❱

✷ ✾ ✹ ✶✻ ✺
✸ ✷✼ ✶✸ ✹ ✻✹ ✷✶ ✻
✹ ✽✶ ✹✵ ✶✵ ✺
✺ ✷✹✸ ✶✷✶ ❄ ✶✶
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❖▲❙ ❡♥ ❛♥❛❧②s❡ s❡♥s♦r✐❡❧❧❡

❙é❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ▼❖▲❙ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣❧❛♥s
❡♥ ❜❧♦❝ ✐♥❝♦♠♣❧❡ts éq✉✐❧✐❜rés✳
▲❡ ♥✉♠ér♦ ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♥✉♠ér♦ ❞❡ ♣r♦❞✉✐t ❞é❣✉sté✳
▲❡ ❢❛❝t❡✉r ♣r♦❞✉✐t ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉ ❢❛❝t❡✉r ❥✉❣❡ ❡t ❛✉ ❢❛❝t❡✉r r❛♥❣✳
����������	

�����
����	
��	�������	����

Rang

1 2 3 4 5

1 1 2 5 3 4

J
u

g
e

s

2 2 3 1 4 5

3 3 4 2 5 1

4 4 5 3 1 2

5 5 1 4 2 3

Rang

1 2 3 4 5

Rang

1 2 3 4 5

11 1 3 4 5 2

J
u

g
e

s

12 2 4 5 1 3

13 3 5 1 2 4

14 4 1 2 3 5

15 5 2 3 4 1

Rang

1 2 3 4 5
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������

1 2 3 4 5

6 1 5 2 4 3

J
u

g
e

s

7 2 1 3 5 4

8 3 2 4 1 5

9 4 3 5 2 1

10 5 4 1 3 2

1 2 3 4 5

16 1 4 3 2 5

J
u

g
e

s

17 2 5 4 3 1

18 3 1 5 4 2

19 4 2 1 5 3

20 5 3 2 1 4

✶✵ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ❡t ✹ ♥✐✈❡❛✉①

• ❱♦✐r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝t❡✉r à ✹ ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ✷ ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ♥✐✈❡❛✉①

• ❈♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ✷p−k

• ❯t✐❧✐s❡r ✷ ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ♥✐✈ ♣♦✉r ❝♦❞❡r ✉♥ ❢❛❝t❡✉r à ✹ ♥✐✈ ✿

✶ ✶

✶ −✶

−✶ ✶

−✶ −✶

=⇒

✶

✷

✸

✹

❊♥ N = ✹r ❡ss❛✐s✱ ♦♥ ♣❡✉t ét✉❞✐❡r n✹ ❢❛❝t❡✉rs à ✹ ♠♦❞❛❧✐tés ❛✈❡❝
✵ ≤ n✹ ≤ (✹r − ✶)/✸ ❡t (N − (✸× n✹ + ✶)) ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ♠♦❞❛❧✐tés
❊① ✿ ❡♥ ✶✻ ❡ss❛✐s✱ n✹ = ✺ ❡t n✷ = ✵ ♦✉ n✹ = ✸ ❡t n✷ = ✻

❆✈❡❝ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs à ✽ ♥✐✈❡❛✉①✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✸ ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ♥✐✈❡❛✉①

✶✶ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs à ✷✱ ✸ ❡t ✹ ♥✐✈❡❛✉①

• ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs à ✸ ♥✐✈❡❛✉① ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs à ✹
♥✐✈❡❛✉①

• ❈♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ❡t ✹
♥✐✈❡❛✉① ✭✈♦✐r ❞✐❛♣♦ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮

• P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢❛❝t❡✉r à ✸ ♥✐✈❡❛✉①✱ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r à ✹
♥✐✈❡❛✉① ❡t ❝♦♠♣r❡ss❡r ✷ ♥✐✈❡❛✉①

✶
✷
✸
✹

=⇒

✶
✷
✷
✸

=⇒ ❱ér✐✜❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t (X ′X )−✶

✶✷ ✴ ✷✹



P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❞✐✛ér❡♥ts

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ✷ ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ♠♦❞❛❧✐tés✱ ✶ ❢❛❝t❡✉r à ✸ ❡t ✶ ❢❛❝t❡✉r à ✺

• ♥❜ ♠❛① ❞✬❡ss❛✐s ✿ ✷✷ ∗ ✸ ∗ ✺ = ✻✵ ♣♦✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡t

• ♥❜ ♠✐♥ ❞✬❡ss❛✐s ✿ ♥❜ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s à ❡st✐♠❡r ✿
✶+ ✷× (✷− ✶) + (✸− ✶) + (✺− ✶) = ✾

• P♦✉r ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs✱ ✐❧ ❢❛✉t
• F✶⊥F✷ ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ✷ × ✷ = ✹ ❡ss❛✐s
• F✶⊥F✸ ❡t F✷⊥F✸ ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ✷ × ✸ = ✻ ❡ss❛✐s
• F✶⊥F✹ ❡t F✷⊥F✹ ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ✷ × ✺ = ✶✵ ❡ss❛✐s
• F✸⊥F✹ ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠✉♠ ✸ × ✺ = ✶✺ ❡ss❛✐s

⇒ N ≥ PPCM(✹, ✻, ✶✵, ✶✺) = ✻✵ ⇒ s❡✉❧ ❧❡ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣❧❡t
♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r s❛♥s ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞✬❡✛❡ts

✶✸ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♠♦❞❛❧✐tés ❞✐✛ér❡♥ts ✿ L✸✻✷
✸✸✸

P❧❛♥ L✸✻✷
✸✸✸ ⇒ Nmax = ✷✶✻✱ Nmin = ✶✵ ❡t N ≥ PPCM(✹, ✾) = ✸✻

▼♦❞❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ✸✸−✶ ❡t ✉♥ ♣❧❛♥ ✷✸−✶

♣✉✐s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ✷✸−✶ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ♣❧❛♥ ✸✸−✶
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

Pr✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞✬✉♥ ❡✛❡t ❜❧♦❝

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❡✛❡t ❜❧♦❝ ✿ ❡✛❡t ❛♥✐♠❛❧✱ ❡✛❡t ♣❛r❝❡❧❧❡

P♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣❧❛♥✱ ✉♥ ❡✛❡t ❜❧♦❝ ❡st ✉♥ ❡✛❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛✉tr❡
⇒ ❧✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❢❛❝t❡✉rs ❡t ❧❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ♣♦✉r
❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ✭❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✮

P♦✉r ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts✱ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧✬❡✛❡t ❜❧♦❝ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
✭♠❛✐s ♣❛s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡✛❡t ❜❧♦❝✮

✶✺ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s ❛✈❡❝ ❘

★ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s à ✷ ♠♦❞❛❧✐tés

❧✐❜r❛r②✭❋r❋✷✮

♣❧❛♥✶ ❁✲ ❋r❋✷✭♥r✉♥s❂✽✱ ♥❢❛❝t♦rs❂✹✱ ❢❛❝t♦r✳♥❛♠❡s❂❧✐st✭t❡♠♣❂❝✭✧♠✐♥✧✱✧♠❛①✧✮✱

♣r❡ss❂❝✭✧❧♦✇✧✱✧♥♦r♠❛❧✧✮✱♠❛t❡r✐❛❧❂❝✭✧▼✶✧✱✧▼✷✧✮✱st❛t❡❂❝✭✧♥❡✇✧✱✧❛❣❡❞✧✮✮✮

♣❧❛♥✷ ❁✲ ❋r❋✷✭♥❢❛❝t♦rs❂✺✱ r❡s♦❧✉t✐♦♥❂✺✮

s✉♠♠❛r②✭♣❧❛♥✷✮

★ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s ♦rt❤♦❣♦♥❛✉①

❧✐❜r❛r②✭❉♦❊✳❜❛s❡✮

❢❛❝✳❞❡s✐❣♥✭♥❧❡✈❡❧s❂❝✭✹✱✸✱✸✱✷✮✮ ★ ♥❜ ❞✬❡ss❛✐s ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r ♣❧❛♥ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡

❢❛❝✳❞❡s✐❣♥✭♥❧❡✈❡❧s❂❝✭✷✱✷✱✸✱✸✱✻✮✱ ❜❧♦❝❦s❂✻✱ s❡❡❞❂✶✷✸✹✺✮

♦❛✳❞❡s✐❣♥✭♥❧❡✈❡❧s❂❝✭✷✱✷✱✷✱✸✱✸✱✸✮✱ ♥r✉♥s❂✸✻✮ ★ ♣❧❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧

★★ ❱ér✐❢✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥ ♣❧❛♥ s❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✈♦✉❧✉

♦♣t✐♦♥s✭❝♦♥tr❛sts❂❝✭✧❝♦♥tr✳s✉♠✧✱✧❝♦♥tr✳s✉♠✧✮✮

❳ ❁✲ ♠♦❞❡❧✳♠❛tr✐①✭⑦❆✰❇✰❈✰❉✰❊✰❆✿❇✰❆✿❈✰❇✿❈✱ ❞❛t❛❂♣❧❛♥✷✮

s♦❧✈❡✭t✭❳✮✪✯✪❳✮

✶✻ ✴ ✷✹



P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥s ❛✈❛♥❝és

❧✐❜r❛r②✭❉♦❊✳❜❛s❡✮

★ ❈♦♠♣❛r❡r ✻ ✈❛r✐étés ✭❆✱❇✱❈✱❉✱❊✱❋✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✹ ❜❧♦❝s ❞❡ ✻ ♣❛r❝❡❧❧❡s

♣❧❛♥ ❁✲ ♦❛✳❞❡s✐❣♥✭♥❧❡✈❡❧s❂❝✭✻✱✹✮✱❢❛❝t♦r✳♥❛♠❡s❂❧✐st✭✈❛r✐❡t❡❂▲❊❚❚❊❘❙❬✶✿✻❪✱

❜❧♦❝❂✶✿✹✮✮

★ ❈♦♠♣❛r❡r ✸ ✈❛r✐étés ✭❆✱❇✱❈✮✱ ✷ ❞♦s❡s ❞✬❡♥❣r❛✐s ✭✶✱✷✮ ❡♥ ✻ ❧✐❣♥❡s ✯ ✻ ❝♦❧

♣❧❛♥ ❁✲ ♦❛✳❞❡s✐❣♥✭♥❧❡✈❡❧s❂❝✭✻✱✻✱✸✱✷✮✮

❧✐❜r❛r②✭♣❧❛♥♦r✮

★ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡ s❡♥s✐❜✐❧✐té ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬é♣✐❞é♠✐♦❧♦❣✐❡ ❛♥✐♠❛❧❡

★ P❧❛♥ ❞✬❡①♣ér✐❡♥❝❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ✶✷ ❢❛❝t❡✉rs à ✹ ♥✐✈❡❛✉①✱ ✼ ❢❛❝t❡✉rs à ✷ ♥✐✈

★ ▼♦❞è❧❡ ✿ ❡❢❢❡ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✰ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ✷ ❢❛❝t❡✉rs

★ ✹❫✶✷✯✷❫✼❂✷❫✸✶ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♠♦✐♥s ❞❡ ✷❫✶✷ ❂ ✹✵✾✻ ❡①♣é

❢r❛❝✳❦❡② ❁✲ ♣❧❛♥♦r✳❞❡s✐❣♥❦❡②✭❢❛❝t♦rs ❂ ▲❊❚❚❊❘❙❬✶✿✶✾❪✱

♥❧❡✈❡❧s ❂ ❝✭r❡♣✭✹✱✶✷✮✱r❡♣✭✷✱✼✮✮✱

♠♦❞❡❧ ❂ ⑦✭❆✰❇✰❈✰❉✰❊✰❋✰●✰❍✰■✰❏✰❑✰▲✰▼✰◆✰❖✰P✰◗✰❘✰❙✮❫✷✱ ♥✉♥✐ts ❂ ✹✵✾✻✮

❢r❛❝✳♣❧❛♥ ❁✲ ♣❧❛♥♦r✳❞❡s✐❣♥✭❢r❛❝✳❦❡②✮

✶✼ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

▼é❧❛♥❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡s ❡t q✉❛❧✐t❛t✐✈❡s

❉❡✉① str❛té❣✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ✿

• tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐ ❡♥ q✉❛❧✐ ❛✈❡❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✸
♥✐✈❡❛✉① ♣✉✐s ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ♣♦✉r ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛❧✐

• ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♣❧❛♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥t✐ s❡✉❧❡s ❡t ✉♥ ♣❧❛♥
❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛❧✐ s❡✉❧❡s ♣✉✐s ♦♥ ré♣èt❡ ❧❡ ♣❧❛♥ q✉❛♥t✐
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①♣ér✐❡♥❝❡ ❞✉ ♣❧❛♥ q✉❛❧✐ ⇒ ♥❜ ❞✬❡ss❛✐s très
✐♠♣♦rt❛♥t ✭str❛té❣✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ très ♣❡✉ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛❧✐✮

❉❛♥s ❧❡s ✷ ❝❛s✱ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

✶✽ ✴ ✷✹

P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

• ✶ ❢❛❝t❡✉r à ✷ ♠♦❞❛❧✐tés✱ ✷ ❢❛❝t❡✉rs à ✸ ❡t ✷ ❢❛❝t❡✉rs à ✹ ✿
nmax = ✷✽✽✱ PPCM(✻, ✽, ✾, ✶✻, ✶✷) = ✶✹✹
❚r❛❞❡ ♦❢ ✴ ❛♥❛❧②s❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡ ❡♥ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ✿ ✶✻ ❡ss❛✐s ♣♦ss✐❜❧❡s
❖♥ ♣❡r❞ ❧✬♦rt❤♦❣♦♥❛❧✐té ♠❛✐s ❝♦♠♠❡♥t ♣ré✈♦✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❞❡
♣ré❝✐s✐♦♥ ❄

• Y ✈✐s❝♦s✐té
x✶ t❡♥❡✉r ❡♥ ❝❛rr❛❣❤é♥❛♥❡
x✷ t❡♥❡✉r ❡♥ ①❛♥t❤❛♥❡
P♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s r❡❝❡tt❡s ❧❛ ✈✐s❝♦s✐té
s❡r❛ tr♦♣ ❢♦rt❡ ✭♦✉ tr♦♣ ❢❛✐❜❧❡s✮
⇒ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❝❡s r❡❝❡tt❡s
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P❧❛♥s s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ❛s②♠étr✐q✉❡s P❧❛♥s ♠✐①t❡s P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉①

P❧❛♥s ♦♣t✐♠❛✉① ✿ ❧❡s ❝r✐tèr❡s

V(β̂) = σ✷(X ′X )−✶

=⇒ ▼✐♥✐♠✐s❡r (X ′X )−✶ ✿ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥ s❡✉❧ ❝r✐tèr❡

• (X ′X ) ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

• (X ′X )−✶ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

❚r♦✐s ❝r✐tèr❡s ✿

• D✲♦♣t✐♠❛❧✐té ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
❞✐s♣❡rs✐♦♥ ⇔ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

• A✲♦♣t✐♠❛❧✐té ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥

• G ✲♦♣t✐♠❛❧✐té ✿ tr♦✉✈❡r ❧❡s ❡①♣ér✐❡♥❝❡s q✉✐ ♣ré✈♦✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡
♣❧✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ⇒ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥

▲❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ D✲♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r
✷✵ ✴ ✷✹




