Plans avancés

® Plans pour variables qualitatives & plus de 2 modalités
® Plans pour variables quantitatives et qualitatives
® Plans optimaux
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Plans symétriques

® Plans symétriques : tous les facteurs ont le méme nombre de
modalités : carrés latin, carré gréco-latins, MOLS

® Plans asymétriques : le nombre de modalités n’est pas le méme
pour tous les facteurs
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Carrés latins

Objectif : étudier 3 facteurs & J modalités

Mode de construction :
e 1ére colonne, numéroter de 0
e Colonnes suivantes, ajouter 1

Plan a 3 facteurs 8 3 modalités

Plan complet 3% = 27 essais

F1 F2 F3

F2 0 0 O

0 1 2 0 1 1

ojo 1 2 0 2 2

F1 111 2 0 1 01
212 0 1 1 1 2

1 2 0

2 0 2

2 10

2 2 1

(%

J-1
la colonne précédente, modulo J
Plan a 3 facteurs 3 5 modalités
Plan complet 5% = 125 essais
F1 F2

F1

H W N =R O
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F3
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Propriétés d'un carré latin

e Effets principaux orthogonaux (vérification par tableau croisé)

F2 F3 F3
0 1 2 01 2 01 2
of1 1 1 of1 1 1 of1 1 1
F1 1|1 1 1 F1 1|1 1 1 F2 1|1 1 1
11 1 111 2|1 1 1

e Effets principaux orthogonaux avec leurs interactions mais
partiellement confondus avec interactions qui ne les concernent
pas : F1J_F1F2 FlJ_F1F3 mais on n'a pas F1J_F2F3

e Etude du plan par analyse de variance a 3 facteurs

® Grande confiance dans I'estimation des paramétres, pas dans
les tests (peu de ddl)

® Sj optimum potentiellement atteint pour une expérience non
testée = la tester et si valeur prédite proche de valeur
observée, le modéle est validé
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Carrés latins mutuellement orthogonaux (MOLS)

e Juxtaposition de MOLS pour étudier plus de facteurs
e J premier ou puissance d'un nb premier = il existe J — 1 MOLS

Mode de construction de carrés latins orthogonaux :
® si J est un nombre premier :
® construire un premier carré latin
® pour construire un autre carré latin, prendre o € {2, ..., J — 1}
et mettre ligne i colonne j la valeur a x i 4+ j modulo J.
Construire J — 1 carrés avec les valeurs de o entre 2 et J — 1

a=2
0 1 2 0 1 2
0 0 1 2 0 0] 1 2 2x041=1
1|11 2 0 112 0 1 2x1+4+2=1
2 2 0 1 2 1 2 0 2x24+1=2

® si J est puissance d'un nombre premier : utilisation de tables
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Carrés latins mutuellement orthogonaux : exemple J =3

Exemple avec 3 modalités :

0 0 a «

01 b B

0o 1 2 o 1 2 0 1 2 0 2 ¢ v

0|la b c 0Ola B =~ 0| aax b8 cvy 1 0 b v

1| b ¢ a 1~y a B|= 1|by ca ap L.
2| c a b 2B v « 2 | cf ay ba :

2 1 a 7«

2 2 b «

La juxtaposition de 2 carrés latins orthogonaux conduit a un carré
gréco-latin permettant d’étudier 4 facteurs
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Carrés latins mutuellement orthogonaux : exemple J =5

Possibilité d'étudier jusqu'a 6 facteurs a 5 modalités
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Carrés latins mutuellement orthogonaux : tables

4

d'ordre

Pas de carrés latin mutuellement

orthogonaux d'ordre 6

MmO N
N~ oo
- N O m
o m - N
m = o«
N O = m
— N N O
o N ®m o
M o -«
N o -
- N ®n o
O - N m

8

d'ordre

012 3 456
4 56 7 012
3456701
7 012 3 45
6 7 01 2 3 4
2 345670
56 70123
12 3 4567
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012 3 456
3456701
6 7 01 2 3 4
56 7 0123
7 012 3 435
456 7 012
123 4567
2 3456 70

0123 456

7 012 3 435

5670123

2 3456 70

123456 7

6 701 2 3 4

4 567 012

3456 701

012 3 456
2 3458670
4 56 7 012
6 7 01 2 3 4
3456701
123 456 7
7 012 3 435
56 70123

012 3 456
6 7 01 2 3 4
7 012 3 435
12 3 456 7
56 7 0123
3456701
2 345670
4 56 7 012

012 3 456
123 4567
2 3458670
34586 701
456 7 012
56 7 0123
6 7012 3 4
7 012 3 45

012 3 456
56 70123

12 3 456 7
456 7 012
2 3458670
7 0123 435
3456701
6 7 01 2 3 4
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Carrés latins mutuellement orthogonaux

Nombre de facteurs qu'il est possible d'étudier

Facteurs a 3 modalités Facteurs a 4 modalités
r Nb essais Reésolution Nb essais Résolution
3r " v v 4r 11 Y
2 9 4 16 5
3 27 13 4 64 21 6
4 81 40 10 5
5 243 121 7 11
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Exemple d'utilisation des MOLS en analyse sensorielle

Sélectionner les colonnes dans un MOLS pour construire des plans
en bloc incomplets équilibrés.

Le numéro dans une case correspond au numéro de produit dégusté.
Le facteur produit est orthogonal au facteur juge et au facteur rang.

Rang Rang
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
0 3 4 »n 5 2
> 4 5 g 1 3
= 5 1 3 2 4
1 2 3 5
2 3 4 1

Rang Rang
4 5 4 5
" 4 3 " 2 5
> 5 4 g 3 1
3 1 5 3 4 2
2 1 5 3
3 2 1 4
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Plans avec des facteurs a 2 et 4 niveaux

® Voir chaque facteur 3 4 niveaux comme 2 facteurs 3 2 niveaux

e Construire un plan fractionnaire 2P~
e Utiliser 2 facteurs a 2 niv pour coder un facteur a 4 niv :

11 1

1 -1 2
-1 1 — 3
-1 -1 4

En N = 4" essais, on peut étudier ny facteurs 3 4 modalités avec
0<ng <(4"—1)/3et (N —(3x ng+1)) facteurs a 2 modalités
Ex :en 16 essais, ng =5etnp=0o0ung =3 etn =256

Avec des facteurs a 8 niveaux, on utilise 3 facteurs a 2 niveaux
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Plans avec des facteurs a 2, 3 et 4 niveaux

e Considérer les facteurs 3 3 niveaux comme des facteurs a 4
niveaux

® Construire le plan d'expériences avec des facteurs 3 2 et 4
niveaux (voir diapo précédente)

® Pour chaque facteur a 3 niveaux, prendre un facteur a 4
niveaux et compresser 2 niveaux

B w N =
W NN -

== Vérifier la qualité d’un plan en calculant (X’'X)!
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Plans avec des nombres de modalités différents

Exemple : 2 facteurs a 2 modalités, 1 facteur & 3 et 1 facteur a 5
¢ nb max d'essais : 22 * 3 x5 = 60 pour le plan complet

® nb min d’essais : nb de paramétres a estimer :
1+2x(2-1)+B3-1)+(5-1)=9
® Pour l'orthogonalité des facteurs, il faut
® £, 1F donc minimum 2 x 2 = 4 essais
FiLF3 et F, 1 F3 donc minimum 2 x 3 = 6 essais
Fi1LF, et F, 1 F4 donc minimum 2 x 5 = 10 essais
F3_LF; donc minimum 3 x 5 = 15 essais
= N> PPCM(4,6,10,15) =60 = seul le plan complet
permet d’estimer sans confusion d'effets
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Plans avec des nombres de modalités différents : L352333

Plan 1362333 = Npax = 216, Npin = 10 et N > PPCM(4,9) = 36
Mode de construction : construire un plan

3371

puis introduire le plan 237! pour chaque ligne du plan 331

Plan 3**

o

expl
exp2
exp3
exp4
exp5
exp6
exp7
exp8
exp9

NP ONRLRONIERERO
NNNR R RPROO
P ONONERNLERO

expl0
o N expll

an 2 expl2
expl3
expld
expl5
explé

- P o o
=
(=R )

expl7
expl8
expl9
exp20

F1

F2

F3

F4

F5

F6

PR R P OOOONNRINNIRERERIEOOOO

PR R RPRRPRLPPLPLOOOOOOOOOOOO

NNNNRRPRRLERPNNNNRERERRIEREROOOO

»r o o|lrr ool »roo|lkrkroolrkr oo

B O R Ol O R Ol OFr Ok O r Ol O O

or +r olor » olo » » olor » OJOo+r r O

exp2l
exp22
exp23
exp24
exp25
exp26
exp27
exp28
exp29
exp30
exp31
exp32
exp33
exp34
exp35
exp36

NNNNRRPR PP OOOONNRNN

et un plan 2371

(suite)
1 oo o o
1 0olo 1 1
1 0l1 o 1
1 0o]l1 1 o
2 2]0 o0 o
2 2]0 1 1
2 2|1 o 1
2 2|1 1 o
2 oo o0 o
2 o]o 1 1
2 o1 o 1
2 ol1 1 o0
2 1[0 o o
2 1]0 1 1
2 1|1 o 1
2 1|1 1 o
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Prise en compte d'un effet bloc

Exemple d'effet bloc : effet animal, effet parcelle

Pour construire un plan, un effet bloc est un effet comme un autre
= l'introduire dans les facteurs et le prendre en compte pour
construire le plan (comme d’habitude)

Pour I'analyse des résultats, considérer I'effet bloc dans le modéle
(mais pas d'interactions avec |'effet bloc)
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Construction de plans avec R

# Construction de plans fractionnaires a 2 modalités

library (FrF2)

planl <- FrF2(nruns=8, nfactors=4, factor.names=list(temp=c("min","max"),
press=c("low","normal") ,material=c("M1","M2"),state=c("new","aged")))

plan2 <- FrF2(nfactors=5, resolution=5)

summary (plan2)

# Construction de plans orthogonaux

library(DoE.base)

fac.design(nlevels=c(4,3,3,2)) # nb d’essais calculé pour plan fractionnaire
fac.design(nlevels=c(2,2,3,3,6), blocks=6, seed=12345)
oa.design(nlevels=c(2,2,2,3,3,3), nruns=36) # plan orthogonal

## Vérification de la qualité d’un plan selon le modéle voulu
options(contrasts=c("contr.sum","contr.sum"))

X <- model.matrix(~A+B+C+D+E+A:B+A:C+B:C, data=plan2)
solve (t (X)%*%X)
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Construction de plans avancés

library(DoE.base)

# Comparer 6 variétés (4,B,C,D,E,F) en utilisant 4 blocs de 6 parcelles

plan <- oa.design(nlevels=c(6,4),factor.names=1list(variete=LETTERS[1:6],
bloc=1:4))

# Comparer 3 variétés (4,B,C), 2 doses d’engrais (1,2) en 6 lignes * 6 col
plan <- oa.design(nlevels=c(6,6,3,2))

library(planor)
# Analyse de sensibilité d’un modéle d’épidémiologie animale
# Plan d’expérience numérique : 12 facteurs a 4 niveaux, 7 facteurs & 2 niv
# Modéle : effets principaux + interactions entre 2 facteurs
# 4712%277=2"31 combinaisons possibles, moins de 2712 = 4096 expé
frac.key <- planor.designkey(factors = LETTERS[1:19],
nlevels = c(rep(4,12),rep(2,7)),
model = ~(A+B+C+D+E+F+G+H+I+J+K+L+M+N+0+P+Q+R+S)~2, nunits = 4096)
frac.plan <- planor.design(frac.key)
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Plans mixtes
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Mélange de variables quantitatives et qualitatives

Deux stratégies possibles :

e transformer les variables quanti en quali avec au moins 3
niveaux puis construire le plan pour variables quali

® on construit un plan avec les variables quanti seules et un plan
avec les variables quali seules puis on répéte le plan quanti
pour chaque expérience du plan quali = nb d’essais trés
important (stratégie possible si trés peu de variables quali)

Dans les 2 cas, on analyse les données avec un modéle de covariance
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