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Données Modéle d'indépendance Les nuages Inertie Représentation simultanée Aides a l'interprétation

Tableau de correspondances

1 J
1 i xjj : nombre d'individus appartenant
| 3 I'élément i de I'ensemble /
SiEcnE ] - | — I 3 I'élément j de I'ensemble J
| i
Personnages de Mots Nombre de fois que le personnage
Phedre (Racine) i a utilisé le mot
Parfums Descripteur Nombre de fois ou le parfum i a
été décrit par le mot j
Milieux Especes Abondance de I'espece j dans le
milieu /

— Exemples ol le test d'indépendance du x? peut étre appliqué



Données

Données sur les prix Nobel

Chimie  Economie  Littérature = Medecine Paix Physique Somme
Allemagne 24 1 8 18 5 24 80
Canada 4 3 2 4 1 4 18
France 8 3 11 12 10 9 53
GB 23 6 7 26 11 20 93
Italie 1 1 6 5 1 5 19
Japon 6 0 2 3 1 11 23
Russie 4 3 5 2 3 10 27
USA 51 43 8 70 19 66 257
Somme 121 60 49 140 51 149 570

Y a-t'il un lien entre les pays et les catégories de prix ? Certains
pays ont-ils des spécificités ?
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Données

n individus et 2 variables qualitatives

Vi Vo Modalités
1 de V,
1 J

0 1 |

> '

g |

> I 1
2y |:> Vodates| |

= dev, |if— ij

Distribution des n individus dans les | x J cases du tableau
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Du tableau de contingences au tableau de probabilités

Modalités  Marge colonne

de V, (probabilité marginale)
R T
[
Modalités ! J
Xij de v, L fij _______ hE fi, = Z fij
fj=— i =
n ;
| i
Marge ligne 1

(probabilité marginale)
I
f, = zl f;
i=

Liaison entre V1 et V2 : écart entre les données observées et le
modele d'indépendance
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

@® Modele d'indépendance
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Liaisons et indépendance entre deux variables qualitatives

Modéle d’indépendance :
Evenements indépendants : P(A et B) = P(A) x P(B)

Variables qualitatives indépendantes : Vi, Vj, f; = f; x f;
= Probabilité conjointe = produit des probabilités marginales

£, £,
Autres écritures : f—J =f; = fi.

i. J
= Probabilité conditionnelle = probabilité marginale
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Liaisons entre deux variables qualitatives

Ecart entre données obs (f;j) et modele d'indépendance (f; f})

@ Significativité de la liaison (de I'écart) : test du x?

1 J 1 J
2 (eff. observé — eff. théorique)? . (nfj —nfi £;)° i)?
Xobs = Z Z effectif théorique o Z Z nfi fj

i=1 j=1

! J
5 Z Z (probabilité observée — probabilité théorique)?
= n
Xobs probabilité théorique

= no?

i=1 j=1

@ Intensite de la liaison = ®2 = écart entre probabilités théoriques et observées

© Nature de la liaison = association entre modalités
L'AFC travaille sur le tableau des probabilités
ne dit rien sur la significativité
visualise la nature de la liaison entre les deux variables
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11/43

Comment I'AFC appréhende |'écart a I'indépendance ?

o
Analyse par lignes : f—” = f;
i
Modalités
de V,
1§ 3=

1 Profil lignei = distribution conditionnelle de V2

g sachant que I'on posseéde la modalidé V1
Modalités |; f —

de V; ! T 1 )
i L'AFC compare les profils
: lignes au profil moyen

| é
\ Profil ligne moyen = distribution marginale de

Profil de 'ensemble des individus étudiés

Approche multidimensionnelle de I'écart a I'indépendance
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Comparaison du profil ligne au profil moyen

Allemagne
Canada
France

USA
Profil moyen

Allemagne

I | N I E—
N I N B E—

Canada

France

@)
@

:

Italie
Japon
Russie
USA

Profil moyen

S)
N
o
IN
S
@
o
©
=]
=
o

0

Les Italiens obtiennent-ils des prix Nobel dans des disciplines
particulieres ?
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Comment I'AFC appréhende |'écart a I'indépendance ?

£
Analyse par colonnes : f—” =f

J
Modalités
de,

Modalités . fi
de V; ! f

| :
z il

Profil colonnej - \

= distribution conditionnelle de V1 Profil colonne moyen = distribution marginale de
sachant que I'on posseéde la modglige V2 Profil de I'ensemble des individus étudiés

Comparaison des profils colonnes au profil moyen

Approche multidimensionnelle de I'écart a I'indépendance
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Comparaison du profil colonne au profil moyen

§
EY
)
£
S
o

Chimie Eco Lit Méd Paix Phys Profil

[
>
i=3
2
£
o

Economie
Littérature
Médecine

Paix

moyen

100 1
Allemagne 19.8 1.7 16.312.9 9.816.1 14.0
Canada 33 5.0 4.1 29 2.0 27 32

80 |

60 |
Jaion 50004121 20 74 4.0

40

20

0

Somme 100 100 100 100 100 100 100

La répartition par pays des prix Nobel en littérature est elle la
méme que la répartition de I'ensemble des prix Nobel ?
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

© Les nuages et leur ajustement
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Données

16 /43

Modalités |,

de V;

) J 1 ﬁ ﬁ_/_ 2
Distance entre deux profils : d%(i,i") = 7 (TJ — #)
1
f

J
Distance au profil moyen G; : d§2(i, G)) = Z

1

Modeéle d'indépendance

Les nuages Inertie Représentation simultanée Aides a l'interprétation

Le nuage des (profils) lignes

Modalités
de V,

IR’

d.(i.i")

(poids f)

X
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Le nuage des (profils) colonnes

y R’ o
Modaltés d.(J.])
2
1 ] J j (poids f))
1 :
Modalités . f
de v, 'T """"
B
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Que se passe-t-il s'il y a indépendance?
Pour tout i, = =f;
fi.
= les profils sont confondus avec le profil moyen = N, réduit a G,
= L'inertie du nuage est nulle

IR’

. ) Modalitéj
S deV,



Les nuages

Ecart a I'indépendance et inertie

Plus les données s'écartent de I'indépendance et plus les profils
s'écartent de I'origine

I
Inertie(N;/ G)) = Zlnertle /G/):Z d 2(i, Gy)
i=1

J 2
1 [
- 3 (Zf<f;._">)
j=1

I J
-y G AP ” B

i=1j=1

¢? mesure I'intensité de la liaison

Etudier I'inertie de N, revient a étudier |'écart a I'indépendance

Idem pour N, : Inertie(N;/G;) = Inertie(N;/G;)  (dualité)
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Représentation du nuage des lignes (ou des colonnes)

Décomposition de I'inertie de N, par analyse factorielle
Projection de N, sur une suite d'axes orthogonaux d’inertie maximum

IR’

projection de M; sur P

Trouver P tel que g f;. (OH,—)2 est maximum
i=1
up axe d'inertie maximum
up axe d’inertie maximum avec uy L uy
1

Inertie associée a I'axe s : E fi. (OH,-S)2 =As
i=1
20/43
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\ 1 7 . 1
Regles d'interprétation sur |'exemple
JFrance alie
o Paix Littérature, .
Canada, | ler axe opposition
— édécine Rugsie . , .
€ 3 g sciences - autre catégorie
S Pygave
E 91 Chimies | . i
. A 2eme  axe opposi-
v tion physique/chimie -
° Japon . 7
R science eco
? i T T
-05 0.0 05 1.0
Dim 1 (54.75%)
Chimie Economie Littérature Médecine Paix Physique Somme
Italie 5.26 5.26 31.58 26. 32 5.26 26. 32 100
GB 24.73 6. 45 7.53 27.96 11.83 21.51 100
Profil moyen 21.23 10.53 8.60 2456 8.95 26.14 100
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

@ Pourcentages d'inertie et inertie en AFC
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Données Modéle d'indépendance Les nuages Inertie Représentation simultanée

Pourcentages d'inertie
@ Qualité de représentation de N, par I'axe de rang s

| 2
inertie projetée de N, sur us Zi:l fi. (OHis) As

Aides a l'interprétation

inertie totale de N, a Z’ fi (OM;)2 - Z:(ZI

=1

Inertie  Inertie (%)
F1 0.0833 54.75
F2 0.0374 24.60

F3 0.0217 14.23 . o
Fa 0.0079 518 les deux premiers axes (79 %)
F5 0.0019 1.25

Sum  0.1522 100

Ak

= Ecart a I'indépendance bien résumé par

@ Inerties projetées s'additionnent d'un axe a I'autre (axes orthogonaux)

Zszl Ak = Inertie (N;) = ®2

Ici n®2 =570 x 0.1522 = x? = 86.75 = Proba. critique =2.77 10~

AFC su

© La décroissance des inerties suggere le nombre
d’axes a conserver

% d'inertie
0 5 10 15 20 25

Rang de
23 /43

r 10 vins blancs de

Loire décrits par 30 mots
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l'axe
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Inerties (= valeurs propres)

En AFC:0< X\ <1 En ACP (normée) : 1 < )\

A quelle structure correspond une valeur propre de 17

= Partition en deux classes des lignes et des colonnes
Association exclusive des classes



Données

Modéle d'indépendance

Les nuages

Inertie

Représentation simultanée

Aides a l'interprétation

Inerties (= valeurs propres)

Données : reconnaissance de trois saveurs (sucré, acide, amer)
Pour chaque saveur, on a demandé a dix personnes de reconnaitre
la saveur d'une solution qui leur était présentée

Dim 2 (27.27%)

25/43

Percu Percu Percu
sucré acide amer
Sucré 10 0 0
Acide 0 9 1
Amer 0 3 7
AFC V. Propre %
Axe 1 1 72,727
Axe 2 0,375 27,273
Somme 1,375 100
3 4Percu.amer
'Amer
o Percu.sucré,
° Sucré
3 aPercu.acide
N Aclde

05

Dim 1 (72.73%)

Dim 2 (4.00%)

Percu  Percu Percu
sucré  acide amer
Sucré 10 0 0
Acide 0 7 3
Amer 0 5 5
AFC V. Propre %
Axe 1 1 96
Axe 2 0,042 4
Somme 1,042 100
© %Percu.amer
Amer .
o Sugré.
° ) Pergu.sucre
Aog%rgu.aci,e
3
-(;,5 0.0 0‘5 1‘,0 1‘5
Dim 1 (96.00%)
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Inertie

Inerties (= valeurs propres)

Inertie  Inertie (%)

Chimie _Economie _ Littérature _ Medecine ___Paix Physiaue
Allemagne 24 T B 8 B 2 F1 0.0833 54.75
(rff::cd: : : 121 fz 110 : F2 0.0374 24.60
ce 23 6 7 2 1 20 F3 0.0217 14.23
i . 5 ; S : o F4 0.0079 5.18
Ve 5 5 : o 1 & F5 0.0019 1.25
Sum  0.1522 100

A1 = 0.0833 <« 1 = on est loin d’une association exclusive entre
une ligne et une colonne

®2 = 0.1522 < 5 = on est loin d’une liaison parfaite, i.e. d'une
association exclusive entre les modalités des deux variables
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

@ Représentation simultanée des lignes et des colonnes
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Représentation simultanée des lignes et colonnes

Relation de transition = propriétés barycentriques
Fs(i) : coord. de la ligne i sur I'axe de rang s
4 jéme élément du profil i

Z £ s J) GS(J) : coord. de la colonne j sur I'axe de rang s
As @ inertie associée a I'axe s (en AFC s <1)

-
Le long de I'axe de rang s, on calcule le barycentre de toutes les
colonnes, chaque colonne j étant affectée du poids fj;/f;.

Sh|SH

Le barycentre est ensuite d'autant plus écarté de I'origine que s
est petit : 1/1/As > 1

1
> ()

i=1

-
[}
ShSH
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Modeéle d'indépendance

Dim 2 (27.27%)

0.0

Les nuages

Inertie

Représentation simultanée

Représentation simultanée et inertie

Percu  Percu Percu

sucré  acide amer
Sucré 10 0 0
Acide 0 9 1
Amer 0 3 7

AFC V. Propre %

Axe 1 1 72,727
Axe 2 0,375 27,273
Somme 1,375 100
APercu.amer

°Amer

Percu.sucré,

Sucré
Percu.acide
Aclde
T T T T
-05 0.0 05 10 15

Dim 1 (72.73%)

Dim 2 (4.00%)

10

10

Percu  Percu Pergu
sucré  acide amer
Sucré 10 0 0
Acide 0 7 3
Amer 0 5 5
AFC V. Propre %
Axe 1 1 96
Axe 2 0,042 4
Somme 1,042 100
Percu.amer
“Amer
Sugré
Percu.sucre
Aqﬁ‘érl;u‘aci. e
T T T T
-05 0.0 05 10 15
Dim 1.(96.00%)

Aides a l'interprétation




Données Modeéle d'indépendance Les nuages Inertie Représentation simultanée Aides a l'interprétation

Représentation simultanée et inertie

LA

Gs (J

ﬂ\
i

i Percu  Pergu F‘érqu
1 o sucré  acide amer
o 1 o ] sucré 10 0o o
= 7 ! Acide [) 7 3
APercu.amer ; Amer o s -
h
' 1
L] _ 1
Amer (7/8= f,/ f,) ;
0 | L] : S T E
o !
Percu  Percu Percu APer(;u amer '
sucré  acide amer '
Sucré 10 0 0 Amer (5/8_ f33/f )
Acide 0 9 1 o
o Amer 0 3 7 P R :. _____
S [Tttt r---- . '
i aPercuacide |
0
1 H —_—
| Acide (3/8— T2/ f.s)
1 |_n 1
o | i ° ] i
Q@ ) ! :
4percu.acide :
'
Acide (1/8_ f/ f.s) ° E
S 4 : < ] :
\n H !
T 1
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Modeéle d'indépendance

Les nuages Inertie Représentation simultanée

Propriété barycentrique

Aides a l'interprétation

;’- AE<:on0mie
011 It?lie
o~ galx Littérature
—~ M A L]
So o M _éd_ecingl ______________________________________
3o . .
<
) Physique
~N
£3 Chimie 026
o’ 0.21
<
Q@
Jap.on
T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0
Dim 1 (54.75%)
Chimie Economie Littérature Médecine Paix Physique
Italie 526 5.26 31.58 26.32 526 26.32
Japon 26.09 0.00 8.70 13.04 435 47.83

Profil moyen 21.23 10.53

8.60 2456 895 26.14
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Modeéle d'indépendance

Les nuages Inertie Représentation simultanée

Propriété barycentrique

Aides a l'interprétation

= Econormie
o
A
0.00 Italie
Paix ° .
~ A Littérature
c 0.04 .09
—~~ M M'dA ’ .
Dn\: edecine
3 S [0 25 < S
& Physique
~N
£S Chimie 048
o’ 0.26
<
Q@ /
Jap.on
T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0
Dim 1 (54.75%)
Chimie Economie Littérature Médecine Paix Physique
Italie 5.26 5.26 3158 26.32 526 26.32
Japon 26.09 0.00 8.70 13.04 435 47.83

Profil moyen 21.23 10.53

8.60 2456 895 26.14
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Modeéle d'indépendance Les nuages Inertie Représentation simultanée

Propriété barycentrique

< A Economie
o
A
0.05 . Itfllie .,
o Opf;s / Litténature
s : .32
_ M M'dA ’ .
So .M édeciné Y
33 026,
<
) Physique
~N
EY cune 026
o’ 0.05
<
Q@
Jap.on
T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0
Dim 1 (54.75%)
Chimie Economie Littérature Médecine Paix Physique
Italie 5.26 5.26 3158 26.32 526 26.32
Japon 26.09 0.00 8.70 13.04 435 47.83

Profil moyen 21.23  10.53 8.60 2456 895 26.14

Aides a l'interprétation
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Modeéle d'indépendance Les nuages Inertie Représentation simultanée

Dim 2 (24.60%)

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

-0.8

Propriété barycentrique

Economie
JFrance talie
Pgix Littérature,
Canada,
*USA AMéd(:ecine Russie
””””””””””””” GBI
Phy?que
Chimiea !
| Alleniagne
i Japon
T f T T
-0.5 0.0 0.5 1.0

Dim 1 (54.75%)

Aides a l'interprétation
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Analyse Factorielle des Correspondances (AFC)

@ Aides a I'interprétation
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Aides a l'interprétation : qualité de représentation

Indicateur de qualité de représentation d'un point (idem nuage) :

inertie totale de M; £ (OM;)2

inertie projetée de M; sur us  f; (OH?)? cosz(OW )
- i Us

vecteur unitaire
de l'axe de rang

projection deV; surug

Indicateur montre dans quelle mesure I'écart d'un profil au profil
moyen est complétement représenté par |'axe (ou par un plan)
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Données

Modéle d'indépendance

Qualité de représentation

Percu  Percu Percu
sucré acide amer
Sucré 10 0 0
Acide 0 7 3
Amer 0 5 5
AFC  V.Propre %
Axe 1 1 96
Axe 2 0,042 4
Somme 1,042 100

Dim 2 (4.00%)

Les nuages

Inertie

Représentation simultanée

s
9
éF’err;u amer
Amer
° ucré
° ) Percu.sucre
Aqﬁ%rcu.aci e
@
°
T T T T
05 00 05 10 15

Dim 1(96.00%)

Aides a l'interprétation

. exemple

Qualité de représentation
(cos?)

Axel Axe2

Sucré 1.000 0.00
Acide 0.889 0.11
Amer 0.889 0.11
Percu.sucré 1.000 0.0
Percu.acide 0.923 0.0
Pergcu.amer 0.842 0.1!

= Interprétation des graphes basée sur points remarquables ayant
une bonne qualité de représentation
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Aides a l'interprétation

Aides a l'interprétation : contribution

Indicateur brut : inertie projetée de M; sur us = f; (OH?)?

i . inertie proj. de M; sur u f: (OH?)?
Indicateur relatif : : P _J _ s — .(OH;)
inertie de I'axe s As

On peut additionner les contributions de plusieurs éléments

Elles indiquent dans quelle mesure on peut considérer qu'un
axe est dii a un élément ou a quelques éléments

e Compromis opérationnel entre distance a |'origine et poids

Utiles pour les grands tableaux pour sélectionner un
sous-ensemble d’éléments au début de I'interprétation
(conjointement a la qualité de représentation)
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Contribution : exemple

X1 X2 X3 X4 e Inertie %
al 1 00 Axel 0258 83501
b5 10 10 0 S Axe2 0036 11.538
c0 10105 _ a, d | Axe3 0015 49
d o 0 1 1 R

g X 4 Axel Axe2
£ s . : a 18.879 46.29
b’ xAils C b 31121 3.704
2 | c 31121 3.704
d 18.879 46.296
‘ ‘ ‘ ‘ > 100 100

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

Dim 1 (83.50%)

= Les points extrémes ne sont pas nécessairement ceux qui
contribuent le plus a la construction des axes
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Données Modeéle d'indépendance Les nuages Inertie Représentation simultanée Aides a l'interprétation

Eléments supplémentaires

© ]
=]

0.4

Ecorpomie Mathématiques

I France talie
1 f;_] Pgix :

H — _J H S 4 Littérature
60)= 3 2R
S j=1 -J USA, AViédecine Russie

2

, . § g 7"GB """""""""""""""""""""
Les mathématiques 3 :
AL L IS Physique
sont du coté de la g 3 Chimies |
France et de la Russie, B, | Alerfagne
et du coté de la litté- ' |
. N © Japon
rature et de la paix, a g
I'opposé des sciences .
?. B T ; T T
-0.5 0.0 0.5 1.0

Dim 1 (54.75%)
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Aides a l'interprétation

Equivalence distributionnelle

Equivalence distributionnelle : si plusieurs lignes ayant le méme
profil sont regroupées en une seule, les résultats de I'AFC sont
strictement équivalents (idem pour le regroupement de colonnes)

Application en analyse textuelle :

Grace a I'équivalence distributionnelle, si 2 mots (ou plus) sont

employés dans les mémes circonstances, leurs coordonnées sont

proches et faire |'analyse avec les deux termes ou avec un terme
unique qui regroupe ces deux notions est strictement équivalent
= notion trés utile (regroupement des singuliers et pluriels, des
conjugaisons des verbes, etc.)
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Nombre maximum d’axes et V de Cramer

Nuage des lignes : | points dans un espace a J dimensions

J dim. mais 1 contrainte (profils) = S < J -1

I points évoluent dans au plus / —1dim. = S</-1 }5 < min(/-1,J-1)

min(/—1,J—1)
— P2 = Z M <min(/—1,J-1)
k=1
d'ou I'idée d'un indicateur borné de la liaison entre 2 variables :
¢2

V de C =— 1
e Cramer min(—1,J=1) €[0;1]

Prix Nobel Trois saveurs Trois saveurs
V de Cramer 0.1522/5 = 0.03044 1.375/2=0.6875 1.042/2 =0.521
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Bilan sur I'exemple

39 economie
JFrance e
o Pgix Litiérature,
Chimie ___Economie _ Littérature__ Médecine Paix Physique Canada,
[Allemagne 24 1 B 18 5 2 £ o “usa AMédgcine Rugsie
Canada 4 3 2 4 1 4 g < 3
France 8 3 11 12 10 9 < Phykique
() 23 6 7 2 1 20 E 9 Chimies
Italie 1 1 6 5 1 5 .
Aleriagne
apon 6 0 2 3 1 1 p|
Russie 4 3 5 2 3 10 !
UsA 51 43 8 70 19 66 ° Jabon
? T T
05 00 05 10
Dim 1 (54.75%)

L'AFC apporte une visualisation synthétique de I'écart a I'indépendance qui aide la
compréhension du tableau (a fortiori avec de grands tableaux)

Sur ces données

® | 'essentiel de I'écart a I'indépendance est structuré par une opposition sciences -
autres et dans une moindre mesure une opposition physique/chimie - science
économique

® La position des pays illustre leur spécificité dans I'obtention des prix Nobel
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Aides a l'interprétation
Conclusion

Pour étudier la liaison entre deux variables qualitatives, on
construit un tableau de contingence

Cette liaison réside dans |'écart entre le tableau de contingence et
le modele d'indépendance
L’analyse des correspondances :

e construit un nuage des lignes (et un nuage des colonnes) dont

I'inertie totale mesure I'intensité de I'écart a I'indépendance

e décompose cette inertie totale sur une suite d’axes
d'importance décroisante représentant chacun un aspect
synthétique de la liaison entre les deux variables

e fournit une représentation des lignes et des colonnes dans
laquelle la position d'un point refléte sa participation a I'écart
a l'indépendance
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Pour approfondir I'analyse des correspondances dans le méme
esprit que cette vidéo :
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£ avec R
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